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经 典 杨 - 巴 死期 特 方程 (YBE)7 简 介 


正如 在 讨论 量子 力学 之 前 ,常常 要 先 讨 论 经 典 力学 的 正则 形 
式 一 样 ,在 讨论 量子 杨 -巴克 斯 特 方程 (quantum Yang-Baxter 
equation ,缩写 为 QYBE) 之 前 ,首先 简要 介绍 经 典 杨 -巴克 斯 特 方 
f£ (classical Yang-Baxter equation ,缩写 为 CYBE ) .从 一 维 场 论 的 
观点 出 发 ,QYBE 来 源 于 量子 化 的 对 易 关 系 , 而 这 种 对 易 关 系 很 
自然 地 被 看 成 是 经 典 可 积 模型 的 油 松 括号 的 对 应 形式 。 非 线性 可 
积 问 题 的 油 松 括号 与 线性 问题 的 显著 不 同 特点 是 依赖 于 CYBE 
的 解 。 同 时 ,在 建立 经 典 可 积 模型 的 泪 松 括号 中 ,必然 导致 CYBE 
的 存在 。 

物理 中 存在 春 许 多 经 典 可 积 模型 ,目前 稼 遇 到 的 有 十 几 种 .人 
们 长 时 人 间 的 研究 主要 集中 于 寻找 它们 的 孤子 解 , 并 且 形 成 了 很 大 
的 数学 物理 研究 分 支 , 有 众多 的 文献 (例如 可 参见 文献 [1~5j]) 。 然 
而 ,由 经 典 力学 早已 了 解 到 :再 复杂 的 具体 经 典 解 的 发 现 也 无 助 于 
力学 系统 的 量子 化 .为 了 实现 从 经 典 到 量子 这 一 过 程 ,必须 有 经 典 
力学 系统 的 正则 形式 。 在 这 里 ,分 析 力 学 的 原则 完全 适用 于 存在 
Lax-pair 的 非 线 性 可 积 系统 ,所 要 解决 的 问题 仅 是 如 何 将 其 应 用 
到 这 些 非 线性 模型 中 去 。 在 这 方面 Faddeev 学 派 做 出 了 重要 的 贡 
献 中 。 只 有 在 此 基础 上 ,才能 完成 非 线 性 理论 中 从 经 典 泊 松 括号 到 
量子 对 易 关 系 的 过 渡 , 从 而 解决 可 积 模型 的 量子 化 问题 .这 里 要 强 
调 的 是 ,对 非 线 性 模型 ,其 量子 化 常 芝 并 不 是 简单 地 把 泪 松 括号 改 
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为 (一 1 因子 了 滋 以 对 易 括 号 。 

本 章 将 用 最 少 的 篇 幅 , 简明 扼要 地 介绍 有 关 概 念 ,通过 Lax- 
pair 建立 局 域 的 基本 泊 松 括号 ,进而 得 到 整体 转移 矩阵 的 泊 松 括 
号 。 并且 从 这 一 过 程 引 出 CYBE ,从 而 体现 出 它 的 重要 作用 ,着 重点 
不 在 于 数学 上 的 严格 性 ,主要 是 为 了 使 不 熟悉 这 一 分 支 的 读者 了 解 
主要 的 概念 与 典型 运算 方法 ,便于 和 以 后 的 量子 化 理论 进行 比较 。 


$1.1 Lax-pair 


CYBE 来 源 于 一 大 类 1 + 1 维 ( 一 维 空间 和 一 维 时 间 ) 经 典 可 
积 物理 方程 ,特别 是 孤子 方程 。 我 们 知道 ,二 阶 非 线 性 偏 微分 方程 
的 求解 是 件 非常 困难 的 事 , 但 在 实际 物理 问题 中 ,如 果 考 虑 到 非 线 
性 效应 时 ,求解 这 种 方程 又 是 不 可 避免 的 经常 遇 到 的 KdV 方程 、 
JE £€ FE Bx ZE PP 7j (NSE), ѕіпе-СогаӢоп X fE (SGE), Landau- 
. Lifshitz 方程 等 ,都 是 随时 间 演 化 并 含有 对 一 维 空间 坐标 二 阶 偏 
微 商 的 非 线 性 方程 ,它们 的 一 个 明显 特点 是 存在 孤子 解 。 求 解 这 
类 方程 的 最 有 效 方 法 之 一 是 经 典 道 散射 方法 (classical inverse 
scattering method) ^9, A AAF EA 98 — 2b 3E JOB ES А Lax- 
pair" ^5 E CAII JE Ж ЕЛ BE £e Ж — Ere Tk 0c) 77 EE 2B BJ v] #H 
条 件 ,粗略 地 说 ,就 是 降 一 阶 m 77 REIS ЖД K Ë. R BS EE: 
是 :引入 辅助 矩阵 函数 @(z, t; 4) ,其 中 为 一 维 空间 坐标 ,* 为 时 
间 ,4 为 一 任意 复 参数 , 称 为 谱 参数 ,使 得 BC(zx,z;) 满 足 方程 组 .: 


Pr, t; À) = М(х,у А) Ф(х, t; А) (1.1.1) 
Ф, (х, t; А) = M(<, t; A) Ozr,t; À) (1. 1. 2) 


R'Bo, = 2, g= ,Vrs AM М(х, t; A) 是 辅助 空 Emp t 


— — 
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PD (х, t; А) = @, (=, t; А) (1.1. 3) 


[a] 时 考虑 到 方程 (1.1. 1) 和 (1. 1. 2), 2: (8 880] V 和 M 所 满足 的 
方程 


Ү,(т, t; А) — М,(‹(х, i; À) + [VG, t; А), М(х, s À) ] = 0 
(1.1. 4) 


如 果 对 任意 ,方程 (1. 1.4) 等 同 于 所 要 研究 的 非 线 性 物理 方程 ， 
那么 代替 该 方程 ,只 需要 研究 方程 组 (1.1.1) 和 (1.1.2)。 这 一 对 
方程 称 为 Lax-pair。 所 以 ,通过 Lax-pair 方式 来 研究 某 一 确定 的 
非 线 性 方程 ,其 第 一 步 就 是 要 构造 出 相应 的 了 Y 和 对 ,使 得 方程 
(1. 1. 4) 等 同 于 该 方程 .此 外 ,参数 4 具有 重要 的 意义 , 它 不 但 大 大 
地 限制 了 V 和 MM 选择 的 任意 性 ,而 且 表 明了 Lax-pair Ж A ECT 
面 上 具有 解析 延 拓 行为 。 在 许多 物理 问题 中 , 具有 一 维 动量 谱 的 
意义 ,所 以 称 之 为 谱 参 数 。 
例如 ,NSE 


id, = — 9. 2c |@ lg (1.1. 5) 


其 中 , y 三 ф(х, t), p RDE o EHE. 是 耦合 常数 。 可 选择 
(2 X 2» ЖЕРЕ: 


Vlz, t; А) 一 1 (1.1. 6) 


2 
p icll? мад" — 4) 


2 
— Ve (ay + g.) -15 — ic | #| 


Cl. 1. 7) 
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将 (1.1.6) 和 (1.1.7) 式 代入 方程 (1. 1, 4), 对 任意 4 可 以 得 到 如 下 
结果 :对 角 元 是 恒等式 , 非 对 角 元 部 分 则 给 出 NSE(1. 1. 5) 式 及 其 
复 共 轿 方 程 。 该 例 中 的 辅助 空间 是 二 维 的 ,因为 V 与 M dé 8 
阵 。 

通过 Lax-pair 求解 经 典 孤 子 解 早 已 有 熟知 的 理论 ,可 参阅 有 
关 文 献 [1 一 6]。 这 里 需要 指出 的 是 ,单独 的 经 典 零 曲 率 方程 
(1. 1.4) 只 表明 了 非 线性 系统 的 几何 可 积 性 质 ,而 几何 可 积 并 不 一 
定 表 示 在 正则 意义 下 也 是 可 积 的 ,所 以 要 考虑 系统 的 泊 松 括号 。 例 
如 ,对 NSE, 场 量 少 所 满足 的 泊 松 括号 为 


{е t), Ф" Cy, D] = (7x — y) 
(Gr, t), Cy, D) = (9G, t), ф" (y, t); = 0 


(1. 1. 8) 


在 (1.1. 835 ЖЕН КЕ, TALIS 


Н = | асг. + с1919 О (11.9) 

使 得 运动 方程 | 
# = (H, ф) (1.1.10) 
等 同 于 方程 (1. 1. 50 ,也 就 是 方程 (1. 1. 40. E k, EE C3. 1. 22 uf FH 
泊 松 括号 和 H 确定 的 运动 方程 (1. 1.10) 来 代替 ,从 而 可 以 主要 研 

究 方程 (1. 1. 1)。 

在 线性 理论 中 , 泊 松 括号 连同 系统 的 哈密 顿 量 与 运动 方程 的 
一 致 性 是 通过 适当 地 选择 妃 与 泊 松 括号 的 一 致 性 得 以 实现 的 。 从 
经 典 力学 的 角度 来 看 ,这 一 方法 是 相当 自然 的 。 然 而 在 非 线 性 问题 
中 ,这 件 事 却 变 得 相当 复杂 。 如 前 所 述 , 此 时 代替 对 非 线 性 方程 自 
身 的 研究 ,要 首先 研究 方程 (1. 1. 1), 因 为 它 才 是 线性 化 的 (对 辅助 
ERRA ФТ). ENSE 这 个 例子 中 ,正则 关系 (1.1. 8) 式 是 对 
场 量 y 而 言 的 ,而 y 含 在 由 (1. 1.6) 式 给 出 的 Y 中 ,并 通过 方程 
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(1.1. DS 6 HERI. TR Z , 满足 的 正则 关系 与 @ 满足 的 正则 
关系 只 存在 着 间接 的 联系 。 这 是 处 理 非 线性 问题 与 处 理 线性 问题 
的 基本 区 别 : 现 在 下 之 间 的 泊 松 括号 才 是 基本 泊 松 括号 , 它 通 过 
(1. 1.1) 式 又 必须 与 (1. 1, 8) 式 相 一 致 ,也 就 是 说 ,为 了 将 非 线 性 系 
统 正则 化 ,必须 将 y 的 泊 松 括号 通过 V 转化 为 下 的 油 松 括号 。 
为 此 ,首先 需要 将 @ 用 V 表示 出 来 .为 简便 起 见 , 省 略 1、4, 标 

id Ф‹®) = lr, t; А), 以 及 V(r) = У(х, t; А). 在 区 间 
[zz1，Xw+1j 中 均匀 插入 NN 一 1 个 点 :x2， Xa，，…，xw,， 相 邻 点 的 间距 
为 4, 则 格 点 化 后 的 方程 (1. 1. 1) 变 为 

中 (Zi — Gr) = V Cx) Giu — TD) 
或 

Dlr) = [1 + УС) (х; — л) |Ф(лт;) (1.1.11) 


利用 (1. І.О ТАЧКА К, ЭРИХ N— co, A—0, АГИЛ] 


Ф(х) = lim [п + V (х) Goa 一 х;) |Ф(х,) (1.1.12а) 
其 中 符号 一 表示 连 乘 积 是 按 的 大 小 由 右 向 左 的 顺序 排列 。 因 为 
V (z, ) E ка. A |ë] ш] V (=>, À BE fE J 2 Ж, ДИ) Ж 3:21 J 
不 能 随意 改变 。(1. 1. 12a) 式 的 形式 称 为 积 - 积 分 一 。 它 是 指数 形式 
的 推广 ,一般 可 形式 地 记 为 


lr) = Рехр | [ax v 4^) Le (1. 1. 12b) 


1 


它 实 际 是 微分 方程 (1. 1. 1) 的 形式 解 。 
Ң z =— L,z = LARRI 


$(— L) = I (1.1.13) 
其 中 了 是 单位 矩阵 。 当 L — оо 时 ,如 果 极 限 值 
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了 
T, = ФО) = Pexp| Гаус, t 3] (1.1.14) 
一 于 


不 依赖 于 时 间 1 与 x, 且 均匀 收敛 时 ,Ti() 称 为 转移 矩阵 。 它 仅 依 
赖 于 谱 参 数 4。 如 果 在 实际 问题 中 该 极限 依赖 于 (zx, O ,那么 可 以 
先 做 代 换 , 使 代 换 后 的 量 不 依赖 于 (zx, O BEOL 1. 14) 形 式 ,再 按 
(1. 1.14) 式 处 理 。 

下 面 要 解决 的 问题 是 :已 知 非 线性 方程 中 的 场 量 满足 某 种 泊 
松 括号 ,那么 相应 的 TL.() 所 满足 的 泊 松 括号 具有 什么 样 的 形式 ? 
为 了 讨论 这 一 问题 ,首先 要 注意 到 ,不 同 的 场 量 具有 不 同形 式 的 泊 
松 括号 (例如 , 旋 量 场 的 不 同 分 量 、 标 量 场 等 的 等 时 泊 松 括号 各 不 
相同 ) ,然而 从 Lax-pair 形式 来 看 ,它们 都 统一 在 V 中 ,并 且 T A) 
又 可 以 由 V 表示 出 来 。 因 此 ,所 要 做 的 第 一 步 是 将 泊 松 括号 用 与 
具体 模型 元 关 的 方式 用 VV 写 出 来 , 它 将 OG. t), ó" (у, D) = 
Cr — y) EAr, t), Pys D) = (т — у) 等 不 同类 型 泊 松 括号 
统一 起 来 。 


$1.2 基本 泊 松 括号 


假设 某 种 李 代 数 的 基 矢 I 满足 对 易 关 系 

[1,, La] = сы. (1.2.1) 

其 中 созын, +H Ht JE PF 32 ZR ЖП. Ж Ж ЖЯ р ЖИН ДЕ 

(A, (x, t), А,Су, t)) = сА. (х, і)дСх 一 y), JP Z, XB EE eR Ж 

AQ, t) = Ax, OL, 应 当 满足 什么 样 的 对 易 关 系 ? 这 相当 于 把 

分 量 形式 的 泊 松 括号 用 和 矩阵 形式 写 出 来 ,类 似 地 ,规范 场 理论 一 般 
Же ны Ж: 

Alx, t; А) = A°(x, t; А), (1. 2. 2) 


"WEE 
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其 中 A*G. t; )) 是 场 量 的 函数 ,而 !Z) 为 辅助 空间 基 矢 ,一 般 为 半 
单 李 代数 生成 元 。 同 时 引入 张 量 积 
РСА) = РСА), © I, (1. 2. 3) 
其 中 /*(X) 仅 是 4 的 函数 ,与 场 量 和 时 空 坐 标 无 关 。 利用 矩阵 张 量 
积 АОВ 的 矩阵 元 形式 : 
(A CO Вы = A, Du 


£ 
[r(A— и). ACX, t; А) C9 IJa. z 
= f“ (À 一 A LL, A(x, t; А) |; (I, 
= f”(À — poca A (x. t; À) (I, QO ТӘ, H 
| 
[7‹(А— р), Alx, t; А) ©] = РСА — poc, At Cx, t; AU, CO D) 


(1. 2. 4) 
类 似 上 面 的 计算 ,可 以 得 到 
[r(A— и), IC9ACy, i; п) J= РСА pc A Су, t; wW LBI) 


(1.2.5) 
从 而 有 
ГАСА — р), Ax, t; AG 1+ IG А(у, t; 10] 
= (f^(A— u) А (х, t; À) 
+ СА — pé A (у, t; рә) (Т, @ L,) (1. 2. 6) 


另 一 方面 注意 到 李 代 数 基 矢 {I} 的 矩阵 元 并 不 参加 泊 松 括号 ， 
Alx, t; hi 的 泊 松 括号 可 写成 


‹А(х. t; À) QALY, t; ORE 


= (A; (x, t; A). A,,(y, t; u)? 
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(Де Ox, EA) (7,),;, А?(у, t; и) (І,)ы) 


= (А (х, t; А), Ау, t; 2010, 9 DO, и 
B[ RR : 
LAG, t; А) QAY, £; y)? 
= (A*G. t; А), A'Cy, t; ш) РС, C9 I) (1.2.7) 
比较 (1. 2.6) 式 和 (1.2.7) 式 ,得 到 如 下 结果 :如 果 AT Ges г; 4) 满 
足 泊 松 括号 
CA* Qc, t; А), ACY, t; p) 
= (РСА — uch A (x, t; А) 
+ ГАСА — dcl A: (y, t; 08x — y) (1.2.8) 
则 及: 8.91 
(A(x, t; А) BAY, t; y)? 
= [r(A — м), A(x, 1; А) QI 
+ 16) A(y, t; и) JÓ — y) (1.2. 9) 


注意 在 上 述 推导 中 对 空间 的 维 数 并 没有 限制 ,如 果 将 (1. 2. 9) 式 与 
方程 (1.1. 1) 中 的 V 相 联 系 时 ,由 于 可 积 性 条 件 (1.1.3) 的 限制 ， 
空间 维 数 便 限制 为 一 维 。 在 上 述 一 般 讨论 中 , 令 А = У, 则 得 到 
V Gr» t; A) 所 满足 的 基本 泊 松 括号 的 矩阵 积 形式 ，; 

(V (z, t; À) СУ Cy, t; pj 


= [r(A — и), М(х, t; OQI 


+I@V(y, t; д) ]8(х — y) (1.2.10) 
条 件 (1.2. 8) 恋 为 
(V*Cr, t; À), V'Cy, t; 2) 


%1.2 基本 沿 松 括号 9 


= (РСА — hV (r,t; А) 
+ f^ (А — и) сМ (y, t; pÒ — y) (1.2.11) 


对 一 般 李 代数 ,可 选 了 = 二 g"L. g^ = 0”, 表面 上 看 (1.2.10) 式 比 
通常 泊 松 括号 形式 复杂 了 ,但 (1. 2. 10) 式 在 很 大 一 类 问题 中 是 与 
模型 无 关 的 。 只 要 写 出 Lax-pair((1.1. 1) 式 ),(1. 2. 10) 式 就 概括 
了 现在 已 知 的 许多 泊 松 括号 。 

下 面 给 出 几 个 常见 的 非 线性 可 积 模型 的 >() 写 阵 2 lU 
的 共同 特点 是 : 李 代 数 是 SL(2), 基 矢 1, 选 为 泡 利 矩阵 ola = 1, 
2, 3), Ifi EXE E XR. 

[o,s 0, ] = 21 о, (1. 2. 12) 

同时 , f" (A) = 0" f* (A), AE WJ 28 FF CIL. 2. S0 XE (CJ 

(М(х, t; А), V'Cy, t; £0) 


= 216, CP CA — aV Cr, t; А) 


— f*(À — pV: Cy. t; р) (х — y) (1. 2. 13) 
[6| 11 NSE(1.1.6) 式 可 以 写成 
V (z, t; А) —V*Cr, t; А)о, (1. 2.14) 
其 中 
VG, t3 А) = ! V gy — d$), 
V*(x, t; A) 一 一 E qr + Z), 
V?(r,t; À) = У (1. 2.15) 
选取 СА) 5 
РСА) = — — (1. 2.16) 


24 
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由 yy 满足 的 泊 松 括号 (1. 1.8)、(1.2.15) 和 (1.2.16) 式 ,容易 验证 
(1. 2. 13) 式 成 立 。 

注意 到 (4) 和 矩阵 是 出 现在 (1. 2. 10) 式 中 的 矩阵 对 易 括 号 中 ， 
从 而 允许 附加 一 单位 定 阵 项 。 由 此 ,对 NSE ,r(4) 具 有 如 下 形式 : 


(Дд) 一 一 FS 7 十 Q)o, @ о, 


=— 340 @ 1 + c, Q o) 


C 
=— xP (1. 2. 17) 


其 中 P УЕА X 4 表示 。 
【 例 21 SGE. 此 时 运动 方程 为 


т? 


ñ — Ф. 十 万 sinpp 一 0 | (1.2.18) 
其 中 m ERE ERREK BE EEG p, ДЖИ 
л == @„ 它们 遵从 泊 松 括号 : 


NE t), ply, t)) — ó (= — y) 
{px, t), @(y, D) = (nalr, t), z(y, #)} = 0 


在 (1. 2. 19) 式 基础 上 建立 的 哈密 顿 量 E. 


(1. 2. 19) 


m? 


_ log lg 
H — fazl 27 + 2$: + Bil cos @ф) (1. 2. 20) 


对 SGE,V (x, t; 4) 构 造 为 


— —————M— HI ———— 


$1.2. 基本 泊 松 括 导 11 
V(r,t; А) = — " m(X + X sn Pfa, 
+ m(X — Х1)соѕ PPa, + gno) (1.2.21) 


Hp X=e*, AR 


f'Q) = РО) = Бад), PO) 一 一 +8Q) 
(1.2.22) 
__ P OB +1) 
D =— усту, PO = arp 


利用 (1. 2. 19)、(1. 2. 21) 8I (1. 2. 22) 式 ,可 以 验证 (1. 2. 13) 式 成 
立 。 也 就 是 说 形 如 (1. 2.19) 式 的 泊 松 括号 也 统一 在 (1. 2.13) 式 之 
中 。 此 时 相应 的 СА ЕНГЕ НЙ: 


r Q) = SPAI @ I РКА), б) o, 
0 

ВСА) aà) 
— (1.2. 23) 

a(A) BOA) 

0 
Kí) 3] Landau-Lifshitz 方程 。 运 动 方程 为 

S, = S X S. + S X JS (1.2.24) 


HPS = 5 (2, 1) = (5!, S, 5S),|S| 2 1, .7 是 耦合 常数 ,并 且 
J = diag(J,, J2s J,),JS$S = (J,S,, J,S,, J,S,), 98 S" (a = 1, 
2, 3) 满足 油 松 括号 ， 

GS" Cr, t), 5°(у, t)? = ED Gr, t)Š(— — y) (1. 2. 25) 


相应 的 哈密 顿 量 取 为 : 
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Н = 214065,7 — S. JS + J.) (1.2.26) 


XB EU oet AZTER: Л EJ AJJ = J, = 1 5 
J J = J, = J, = 1, X RUE EUR WW Rh iB Uu, ç 
1 = Ј, = 1 £ JiB}, V (z, t; AMB rt FE së, 


V Gr, t; À) = 11; ,СА) 50, (1. 2.27) 
相应 的 f COE RU 
fe (QA) = — iJ,W. (À) (1.2.28) 
М.А) ЊН XB HI : 
_ — d. = CosÀ 
И, (А) = И, (А) = Sra W,(4) = ani (1.2.29) 
从 而 有 
r(À) = iJ,W,(À)I G9 I + f* (O20, ©) o, 
0 
一 一 2iJ, 
m М, СА) W, СА) 
0 
(1. 2.30) 
МЈ = J, = J, = 18, V(z, ti) 具有 如 下 形式 : 
V(z, t; А) = i199. (1. 2. 31) 


此 时 , f* Q0. = — 1/4, 从 而 得 到 


rD = — --1@1 + “Озо, @ о, 


| ————— 
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=— - (1.2. 32) 


1 
(1. 2. 32 Al (1. 2.17) 式 具有 相同 的 形式 。 容 易 验 证 ,上 面 所 给 出 
Hj Vm РСА (1. 2. 25)20 50.2.10 xS — Xt. 

通过 这 些 例子 可 以 看 出 ,前 面 所 建立 的 基本 泊 松 括号 
(1. 2. 10) 式 对 存在 Lax-pair 的 经 典 可 积 模型 具有 普遍 意义 , 它 与 
V 的 具体 形式 无 关 , 仅 依赖 于 r(aA) 和 矩阵 。 不 同类 型 的 r(CA)( 指 
广 () 对 4 的 图 数 形式 不 同 ) 对 应 于 不 同 的 非 线 性 模型 ,而 且 同 一 
类 型 的 ~(4) 也 可 以 相应 于 不 同 的 非 线性 模型 。 例 如 NSE fü J, = 
J, = J, H$ ËJ Landau-Lifshitz 方程 对 应 同一 个 >(CAM)。 这 样 ， 
(1. 2. 10) 式 代表 了 非常 广 的 一 大 类 泊 松 括号 ,并 且 是 与 模型 无 关 
的 。 其 主要 限制 是 右 端 的 8 Р, CEER OC rH PK EB SE DR 
(Ultra-locality)。 经 典 可 积 模型 所 特有 的 2) 矩阵 就 是 下 一 节 将 
要 介绍 的 CYBE 的 解 。 


91.3 经 典 杨 -巴克 斯 特 方程 (CYBE) 


以 上 简要 地 介绍 了 Faddeev 等 人 有 关 经 典 可 积 理 论 的 基本 泊 
松 插 号 和 一 些 典 型 运算 ,它们 可 以 总 结 为 以 下 主要 关系 式 ; 
(1) Lax-pair 中 与 坐标 微 商 相关 的 部 分 (1. 1. 1) 式 为 


中 (rt А) = Vr, t; Dr, t; À) 


(20 V Gr, t; ЭЖ ЖАНЕ (1. 2. 10) 式 为 


(V Cr, і; А) C9 V Gy. t; 125 


= [rA р), УО, t à) IM IGV(G,t; WJ — у) 
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(1. 2.10) 式 概括 了 超 定 域 模型 的 所 有 已 知 泊 松 括号 ,其 中 r(4) 算 
阵 起 着 决定 性 的 作用 。 由 于 泊 松 括号 满足 Jacobi 恒等式 ,所 以 x (QA) 
矩阵 不 能 是 任意 的 ,必然 受到 某 种 关系 的 限制 .这 种 限制 关系 式 称 
为 CYBE。 

由 (1.1. 17) 式 与 (1.1,18) 式 可 以 看 出 ,>(CA) 本 质 上 是 李 群 结 
构 常 数 的 扩展 ,可 以 想到 CYBE 是 该 结构 常数 满足 的 Jacobi 等 式 
的 扩展 。 证 明 CYBE 的 过 程 是 一 种 典型 的 张 量 运 算 , 为 方便 不 熟 
悉 此 领域 的 读者 ,我 们 简要 地 给 出 计算 过 程 。 

在 直 积 辅助 空间 上 引入 VC(w) 8 V (ху, г; u) i=l, 2, 3, 其 
中 xz; 是 空间 坐标 ,ui 是 谱 参 数 , 并 且 


V=V@I@I,V=I@V@I, V = IQI@V 
(1.3.1) 
采用 如 上 标记 ,基本 泊 松 括号 改写 为 
[VG V Gu) Yo [туби Уби) + V Cu) ]8(х,— ху) 
(1.3.2) 


Rr up = и, 一 wj, и, 为 谱 参 数 。 由 上 式 左 端 满足 Jacobi 恒等式， 
于 是 可 写 为 


[V Cu), (V (uz), V (из)}} + (VQ), (V Ga), V Q4))) 
3 l 2 
+ (V сиз). (V Cui), Ү(и,)} } = 0 
(1.3.3) 
利用 (1. 3. 2) 式 ,并 注意 到 不 同 辅助 (矩阵 ) 空 间 不 发 和 后 次 序 问 题 , 即 : 
[re Vaaa) ]— 0. & i, j 


可 直接 计算 出 : 


$1.3 经 典 杨 - 巴 克 斯 特 方程 CCYBE) 15 
(VG. (V Go), V G2) | 
— | V Gu) + V Qus) + V Ga), [ri Cti), ras Сиз) ] | 
| -Е [гъ G), [rs (и) «V Си) + VG(u,)]]+ | rs (изз), 
[ris (013), V (2) + V (Q4) |) ёс — x3) * Ó( > 一 хз) 
(ўи), (VG. VGa)) 
== | [V Ga) + V Cu) + V Ga), [rs G0 sra 093) ] | 
l 2 
+ | ria Ga Eris Ga), V Ga) + VQ] ]— EXC 
[ri Ga. V Ga) + V G4)] ]) 8G — x08 Ge — Zi) 
[V Qu), (V Ga), V Ga) }) 
= | [VG + V Cu) 十 V (из), [ri Gu, ris (из) ] | 
2 3 
mm | ra Сало). [ras Соз) У Cua) + VGu,)] | 一 [ru Cuis), 
[rii GV Ga) + V Go) ] ]) 8G ао) 8а, — лу) 
从 而 得 到 
[V 01) + V Cu) + (и), [ris Gu, r3) ] 
+ [r Ga), ra Сиз) ] + [ris Gas) 725 (из) ] |= 0 
由 于 VCu)(i = 1, 2, 3) Ж =1 |] Н] ESAE PER Ж. Б @ T Br 
有 李 代 数 生 成 元 , 必 有 
[ri Cun), 023 (53) | + CACHE 330013) | 
+ [ris Gs? , rz Cuz) ] — 常数 x I 


ue e=: — r — -— , 
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对 上 式 取 迹 ,并 注意 到 对 有 限 维 矩阵 4 与 B, 有 trAB = trBA, 则 
方程 的 左 闯 迹 为 零 , 即 导致 常数 等 于 零 。 这 样 就 得 到 САЖ ЕРТ 
满足 的 CYBE， 


[ri (и), ra C330 ] + [r a), тз Gs) ] 
+ [ra Gas) ra G2] = 0 (1.3.4) 
在 文献 中 经 常 遇 到 的 另外 一 种 写法 是 , 令 и, = u, из =v, CYBE 为 
[ri (a), rs 02] + [r GO , ria (a + v2] | 
+ [rus + v), r. Ço) ] = 0 (1. 3.5) 


通过 讨论 ,我们 可 从 两 个 不 同 的 角度 研究 正则 关系 :一 是 从 场 
量 分 量 形式 出 发 ,通过 场 量 满足 的 泊 松 括号 建立 (1. 2. 10) 式 形式 
的 基本 泊 松 括号 ,然后 求解 (1. 2. 11) 式 ,得 到 相应 的 (X40) 和 矩阵 ;二 
是 首先 求解 CYBE( (1. 3.4) 式 ) ,找到 一 个 解 ,这 个 解 是 李 代 数 的 
基 矢 的 直 积 的 组 合 , 也 就 是 (1.2. 3) 式 形式 的 САВЕ, н 
IB S EO. 2. 10) 式 确定 场 量 所 应 满足 的 泊 松 括号 。 

形 如 (1. 3. 5) 式 的 CYBE 允许 有 各 种 类 型 的 解 , 当 考虑 形 如 
(1. 2. 3) 式 的 形式 时 ,对 给 定 的 半 单 李 代 数 的 基 {1,}, r(w) 一 般 取 
为 LOL) 张 量 空 间 , 并 对 每 个 张 量 空 间 基 1, 多 了 再 乘 以 依赖 于 
谱 参 数 u 的 函数 P^ GO ,再 对 a, 0 这 些 李 代数 指标 求 和 。 

A. A. Belavin 5j V. С. Drinfeld 曾 对 这 种 一 般 形式 解 的 性 质 作 
过 详细 的 讨论 "”"  。 粗 略 地 说 ,可 分 为 三 种 类 型 , 即 有 理 形 式 、 三 角形 
式 与 椭圆 形式 . 本 节 的 例子 中 所 遇 到 的 ~(z) 均 为 有 理 形 式 。 所谓 有 
理 形式 就 包括 了 f^QX и 是 极点 形式 ,例如 /* си) = 一 6*。 而 三 
角形 式 指 户 (o) 对 xz 为 周期 函数 ,椭圆 形式 则 除 谱 参数 xx 之 外 还 


依赖 于 另 一 独立 参数 р. f*”(w) 为 依赖 于 与 p АХ ЖИЛЕ ЖГ. 
在 大 多 数 一 维 物理 模型 中 ,简单 的 有 理 形式 是 最 常见 的 ,尤其 是 极 
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点 形式 , 它 对 应 许多 有 意义 的 物理 问题 ， 
有 了 基本 泊 松 括号 的 矩阵 形式 ( (1. 2. 10) 式 ) ,下面 讨 论 转移 
和 矩阵 了 T.(24) 所 满足 的 泊 松 括号 。 


$1.4 转移 矩阵 TLCOW E ЈНА S 


基本 泊 松 括号 (1. 2. 10) 式 描述 的 是 场 量 系统 的 局 域 性 质 , 而 
7T+(A) 所 描述 的 是 (1. 1.1) 式 的 微分 方程 解 的 极限 行为 。 下 面 所 要 
讨论 的 是 如 何 通 过 基本 泊 松 括号 来 建立 TL(4) 所 遵从 的 泊 松 括 
号 。 由 于 7T1.CNW) 是 @ 的 极限 ,所 以 首先 从 方程 (1. 1.1) 出 发 讨论 人 @ 
E amies. 

为 简便 起 见 , 记 B(x, А) = 6G, t; A), 类 似 (1. 3.1) 式 ,标记 
Ф ФІ, ó — IG @, H 


д 1 2 1 2 


1 2 


= {Ф(х, А), Убу, DÓ, р) } 


1 2 


={Ф(х, А), VG. Wy, и) 


1 2 


+V(y, м) lb, А, Фу, г} 
(1.4.1) 
并 注意 到 边界 条 件 (1. 1.13) 式 ,可 以 直接 验证 (1. 4.1) 式 的 解 是 : 
(óc, А), $y, 1) 


X 


一 by.) |ay or oo (6. Y Cyl 7» Фу, и) 
— Г, 


(1. 4.2) 
类 似 于 (1. 4.1) 式 的 推导 ,有 : 


2 e, A), V (y, 10] 
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= (VG, À), VO, mre 
+ VG, 2i, А), VG. и) | (1. 4. 3) 
其 解 为 
(Фк, А), VG, 10) 


= 6i, | dà D {Vr V Gun)! ,A) 


(1. 4. 4) 
将 (1.2.10) 式 代入 (1.4.4) 式 ,可 以 得 到 | 


(Фох, А), VG, 10) 
1 1 
= (x — ybi, 267 (y, D[rQ pp, VG. А) 
+ V(y, г) Ëy, А) (1.4.5) 


其 中 6(z 一 у) ЕИ, S4 z y НІ, x < у BEAR, dE 
意 到 


Loir, A) =— d^ G, AV z, А) 
则 有 
—[$-' (z, Dra Br, X) 
= a, D[rQ — и), VG, А) |Ф(х, А) G = 1, 2 
从 而 可 以 推导 出 
Gc, А), VO, 10) 


= (x 一 $c, 207 (y, A (y, À) 


. E $7 Cy, AX(A 一 By, D) (y, A) 
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+ éo. 1 Z- (^0, pora — р) 
y 
‚Фу, 0) 67 Cy, м)) Фу, А) 


= 0x — o, DÖY, 731 Фу, 7 


* 


元 | $- (y, АА — 106€, А))}Ф‹(у, и) 


407.2 六 | $^ (y, ra By, 10] 
“$y, А)) 47, д) 
1 2 Ə 1 2 
= 0r — у)Ф(х, А)Ф(у, и) 55 o Cy, A) Cy, 10) 


2 2 
ra By, VBCy, 10) $7 (y, ж) (1.4. 6) 
在 上 式 推导 的 最 后 一 步 , 使 用 了 关系 式 : 
d I š 1 2 
25 Ф-'(у, 2007 Cy, р) (А By, BYy, 10) 
2 g; I 1 2 
= $ (y, y) 35! Ф (y, А) (А 一 Bly, 22] ÓCy, д) 


+ $7 Cy, A) 25 $- (y ro 一 By )Ф‹су,А) 


38 (1.4. ORRA (1. 4.2) 式 ,得 到 Ф 的 泊 松 括号 : 


(bez, A), by, D] 
= $Cy, WP, А) | dy 6G — y) 
— 1. 


| эу! Фо (у 97 Ol rO — BY JC 40) 
(1. 4. 7) 
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(T.Q), T.G } = [ra ТООТ, G] (1.4.8) 


1 2 


利用 АСВ) = (A, В), ЦА(АФ В), = А.В, ExXSEISIT : 
(TLO) СТ, G0] = [r rA- н), TQ ОТОО] 0.4.9) 


这 就 是 转移 矩阵 TLC(4) 遵 从 的 泊 松 括号 。 

这 里 需要 指出 的 是 ,以 上 讨论 仅 对 基本 汝 松 括号 中 出 现 8 B 
数 时 是 正确 的 , 称 为 超 局 域 性 (Cultra-locality)。 如 果 在 场 量 的 泊 松 
括号 中 出 现 2 (х – у). ЯА (1. 2. 10) 式 不 再 成 立 ,当然 (1. 4. 8) 式 
亦 不 成 立 , 这 时 将 破坏 超 局 域 性 。 

以 上 简要 好 介绍 了 一 维 空 间 的 经 典 可 积 场 论 的 正则 形式 , 数 
学 上 虽 不 严格 ,但 物理 上 可 接受 的 。 它 很 适合 于 回 量子 理论 的 过 
渡 。 下 面 简 明 地 曾 述 与 量子 理论 相关 的 重要 性 质 。 

D ТАНА К ЕГ, Мх N RR H +T г) EE 
占据 两 个 空间 ,所 以 是 和 N? x 入 和 矩阵。 由 于 对 两 个 矩阵 的 张 量 积 取 
迹 等 于 两 者 分 别 取 迹 的 乘积 ,因而 (1. 4.8) 式 给 出 : 


(ТА), trT G) = Uer T Q), try T GO] 
= trel rà — DT WT GO 
ТООТ, Gor A — р) 
— 0 (1. 4. 10) 
也 就 是 说 , ССА) = trT (А) 对 4 的 展开 式 
го) = Sa are (1.4.11) 


中 , {r ho НМЗ 5 ЛЖ: 
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(r, T} = 0 (1.4.12) 


它 表 明 系 统 存在 无 穷 多 个 守恒 量 , 可 以 选取 其 中 的 某 一 个 (或 几 个 
的 线性 组 合 ) 作 为 系统 的 哈密 顿 量 Ы, Нефи r>” Ej H ВНЕ 
号 为 零 , 即 为 守恒 量 。 也 可 以 用 (和 ) 的 函数 对 4 作 级 数 展开 ,展开 
系数 即 构成 守恒 量 的 集合 .一般人 情况 下 ,(1.4.11) 式 形式 的 展开 是 
到 4 的 无 穷 阶 ,但 这 并 不 是 必须 的 。 如 果 解 出 的 TL(X) 是 4 的 多 项 
式 , 那 么 守恒 量 就 是 有 限 个 。 在 后 面 的 量子 理论 将 会 遇 到 这 样 的 例 
子 。 无 穷 多 守恒 量 是 一 维 孤 子 解 的 特性 之 一 ,由 于 限制 很 严 , 所 以 
两 个 孤子 碰撞 后 , 仍 保持 各 自 形态 。 

2) 泪 松 括号 (1. 4. 8) 式 的 重要 性 在 于 ,对 给 定 的 CYBE 
(1.3.5) 的 一 个 解 , 则 确定 了 TL(24) 的 矩阵 元 所 满足 的 泊 松 括号 
(1.4.8) 式 。 例 如 在 8 1.2 中 给 出 的 SL(2) 情 况 下 的 几 个 例子 ,此 
HJ 7.00) 2 x 2 矩阵 , 亦 即 辅助 空间 为 泡 利 矩阵 。 可 设 为 


a (À) b, (A) 


T, CA) = 
c (A) а (А) 


(1. 4. 13) 


В. а (А), d, CA) 称 为 散射 数据 (scattering data), HI (1. 4. 8) 
式 可 以 确定 a QA... du CO С ТАЈВАНА d S If ССА) = aQ) 十 
di (Q) 则 给 出 守恒 量 集合 。 

3) 在 31.1 中 ,假定 了 Lax-pair PH ФЕ z = L — оо 时 ,不 
依赖 于 + 和 x, 并 且 均 匀 收 敛 , 然 而 在 实际 物理 模型 中 ,$$ 并 不 一 定 
总 能 保证 满足 上 述 条 件 . 这 时 ,需要 重新 定义 了 (4) ,使 得 上 述 条 件 
得 以 满足 。 例 如 ,对 NSE , 场 量 Ce. DWAR RFN: 


GG. t) — 0, |х| 一 co (1. 4. 14) 


由 方程 .1.1) 和 上 述 边 界 条 件 容易 看 出 


ir 
lr, t; А) же 25, |r| — со (1.4. 15) 
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o 的 渐 近 行为 不 依赖 于 1, 但 却 不 均匀 收敛 。 为 此 定义 
AL РТА 
ТО = lim e? T (Ае? (1. 4.16) 
相应 的 了 (AM) 遵 从 如 下 泊 松 括号 : 


(То), TGo) = r, (А — ТОТ Си) — TW Соғ (А — и) 


(1.4.17) 
其 中 
r, (А— м) = lim eiz vet) r(A— uje `?! ào + pos ) 
r— + оо um 
(1. 4. 18) 
将 (1.2. 17) 式 代入 (1.4. 18) 式 ,利用 
lim 7 ее = + ix8(A — и) 
可 以 计算 出 
] 
РЯ 
0 + 1x6(A) 
гь W =—‹ ! (1. 4. 19) 
于 i1xó(A) 0 | 
1 
РА 


Job P LAUR 1 的 主 值 。 如 将 TOS Rim F 2x 2 矩阵 ; 


TA) = 


Д) 5* Q 
al ) i (1. 4. 20) 


Ь(А a* (Q) 


H (1. 4. 17), 4. 4. 19) f C1. 4. 20) X ,并 注意 到 


1 . o 1 Lu _, 
Руы H = yai Š + 0 
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则 给 出 泪 松 括号 : 
falà), а(н) = (а(А), a" CA) = {Ь(),Ь Сб) = 0 


(aQ), BUD) = 4 — a ОБОИ) 


(1. 4. 21) 


(alà), b* (0) 一 一 a (A)5 * Cu) 


Le — 
À — p + l€ 
(БСА), b* (Q0) = i21 |a (Q0 |*8( — и) 
4) 由 于 TiC) 可 以 通过 (1.1.12) 式 的 形式 用 VV 表示 出 来 ,所 
以 74) 的 起 阵 元 可 以 用 场 量 表示 出 来 .例如 对 NSE,a(4) 用 场 量 
乡 表示 为 


aA) =1— с | dydy,0(y, 一 ye 20" (уу, 1) 9 (у, D 


+ | dydy o > > yo 


(e 7t» p" (yi, E)" Cy, DG. DAC, t) + = 
将 Ina (4) 对 4 展开 成 如 下 级 数 形式 ，; 


Ina (А) = Moe" (1. 4. 22) 


则 展开 系数 с, i= 1, 2, 3, 分 别 给 出 系统 的 粒子 数 、 动 量 和 哈密 
顿 量 : 


c< 


P= La = + | (ф1ф—ф°фә4х — (1.4.23) 


— {хо 


IC 


H = le = | ($1 2, + с|ё| dz 
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5) CYBE 的 解 , 即 (和) 矩阵 解 的 分 类 问题 ,如 上 所 述 , 早 已 由 
Belavin 和 Drinfeld 解决 了 …-。 本 书 关 心 的 有 理解 是 指 ГАСА) Е А 
的 有 理 式 ,具有 单 极点 ,不 具有 周期 性 。 例 如 ,NSE、 各 回 同 性 
(J, =J,= J, = 1) WJ Landau-Lifshitz 方程 ,三 角 解 是 指 f“ CA R 
A B5] ВУНЕ. R A НАЛЕ. p| .SGE, J, = J, Z 
J, 时 的 Landau-Lifshitz X f£ , W8 Du fide 45 SOOO A WJ ЕЙ БИЖ. 
REUS XU SL RE S 例如 ,各 向 异性 (J, Z J, 7.) В Landau-Lifshitz 
方程 等 。 

在 结束 本 节 前 ,再 一 次 强调 :在 以 上 所 有 的 讨论 中 , 只 用 到 了 
Lax-pair 中 的 方程 (1. 1.1) 和 基本 泊 松 括号 ,并 没有 使 用 方程 
(1. 1. 2) ,Faddeev 等 (中 已 经 证 明 ,如 果 哈 密 顿 量 取 为 


H (ào) = trTi CAO (1. 4. 24) 
可 以 构造 
MG, t; À) = tr To (z, A)T (z, АА = А) 
(1. 4. 25) 
其 中 
L. 
Т+(х, А) = Pexp[ arv, à) 
| (1. 4. 26) 
Тү (z, А) = Pexp| ау си , А} 
— L 
使 得 正则 方程 


V, =, t; À) — UH CAD, Vlr, t; А) } (1.4. 27) 


等 同 于 方程 (1. 1.4)。 证 明 过 程 在 本 章 附 录 中 给 出 。 因 此 ,只 要 从 
转移 矩阵 Ti(4) 中 确定 出 哈密 顿 量 , 并 承认 它 的 正则 方程 即 为 时 
间 演 化 方程 , 则 实际 上 已 包括 了 方程 (1. 1. 2)。 这 就 是 为 什么 在 上 
述 讨论 中 只 考虑 方程 (1.1.1) 的 原因 。 


$1.5 基本 泊 松 括号 与 Riemann-Hilbert 变换 25 


$1.5. ZÉGKIH PME S 5E Riemann-Hilbert 变换 


已 知道 Lax-pair 的 可 积 条 件 给 出 运动 方程 ,同时 Lax-pair 中 
含有 谱 参 数 4 或 x) ,并 且 具 有 一 定 的 解析 行为 。 如 果 存 在 一 种 变 
换 , 它 使 Lax-pair 的 形式 不 变 , 那 么 这 些 Lax-pair 都 对 应 着 同一 
个 运动 方程 。 也 就 是 说 ,这 种 变换 是 解 到 解 之 间 的 变换 。 这 种 保持 
解 空间 的 变换 可 称 为 Darboux 变换 。 本 章 中 我 们 一 再 强调 ,将 
Lax-pair 与 基本 油 松 括号 相 结 合 , 便 可 以 导出 转移 矩阵 所 满足 的 
关系 式 (1.4.8)。 对 给 定 的 r OERE KEH TOET E 
的 泊 松 括号 , 便 可 以 建立 起 经 典 可 积 场 论 的 正则 形式 .由 此 会 很 自 
然 地 提出 下 面 问题 :如 果 对 一 个 已 选 定 的 Lax-pair 建立 了 正则 形 
式 , 那 么 当 这 个 Lax-pair fE f Darboux 变换 后 ,新 的 Lax-pair 所 
相应 的 正则 形式 也 应 随 之 而 确定 ,否则 建立 的 正则 形式 在 解 空间 
中 将 失掉 意义 。 像 一 般 的 物理 问题 一 样 ,只 需 讨 论 无 穷 小 变换 情 
况 ,这样 就 保证 了 在 解 空 间 中 至 少 在 一 个 解 附近 是 自 洽 的 。 

这 里 并 不 想 讨 论 Darboux 变换 的 一 般 理 论 及 应 用 ,它们 可 以 
在 许多 文献 中 找到 -"-, 值 得 提 到 的 是 我 国 谷 超 豪 和 胡 和 生 教 授 在 
Darboux 变换 的 应 用 方面 作出 了 重要 的 发 展 "1。 下面 仅 从 
Riemann-Hilbert 变换 方法 出 发 讨论 这 一 问题 。 

对 任意 的 Lax-pair 系统 ,在 辅助 空间 的 线性 方程 组 的 普遍 形 
式 为 

DC(£, ABCE, Л) — AQ, DØ, А) = 0 (1.5.1) 
其 中 表示 时 - 空 变量 ,4 是 谱 参 数 ,D(e,， AE £ 和 4 的 线性 微 
HAR. PE, АЕН) Ж Е Ве 5. ФЛП. ЕЛУ РОВ (1.1.1), 


р = 5, 4 = Vi ЖУР. 1.2), D = 7, А = М, м 
(1. 5. Dh Darboux 变换 时 后 ， 


一 一 一 
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P'È, A) = XE, DOE, А) (1.5.2) 
A' (ё, А) = XC, DACE, DX, А) 
+ (DE, DX(E, 20X (85,2. (1.5.3) 
其 中 X(，)) 为 某 一 矩阵 函数 , 则 (1. 5. 1) 式 变 为 
D(£, Ф (Е, А) — V' (6, 00 (£, А) = 0 (1.5.4) 
选择 (简略 时 - 空 坐标 标记 ) 
XQ = оо) = 1 (1.5.5) 
则 及 (4) 可 以 由 如 下 Riemann-Hilbert Æ #28 14-167, 
XQ) = 1 + Q), 
wA) = = Le ECD (1.5. 6) 
GUD = BD (ACD o) 
其 中 C 蚌 4 复 平面 上 的 积分 回路 ,A() 满 足 
DDAA = 0 (1. 5. 7) 


将 (1. 5.6) 式 代入 (1.5.3) 式 ,可 以 导出 


А' (А) — AQ) = DQ) Ф = dy i6 Cp) 
+ 51. Lo- -IE (GU) AQ) — A QYGGD) 
(1.5.8) 
下 面 考虑 无 穷 小 Riemann-Hilbert 2638059. В ACA) 815 JG 
穷 小 参数 ,相应 地 有 A4' (4%) 一 AQ) = o6,4(G) 。 对 于 无 穷 小 变换 ， 
(1.5.8) 式 晓 化 为 -13- 


AQ) = z;DQ) $ < S GG) + Z Lo- 


210 


dz 


LOC), ACA) ] 


(1. 5. 9) 
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其 中 
GUO = Ф(н) А(н)Ф (un (1.5.10) 


所 要 考虑 的 问题 是 将 (1. 5. 9) 式 与 基本 泊 松 括号 联系 起 来 .相应 于 
方程 (1. 1.1),(1. 5. 9) 改 写 为 


ôV (х, А) = > А PESE Gx, н) + [GCr, р), V (z, Л) ]) | 
(1. 5.11) 
其 中 
G(r, p) = Ф(х, н) Д(и)Ф ! Cx, и) 

这 时 上 式 简 化 为 

A,(A)=0 (1. 5.12) 
jh BI Ez A CO Af RC F E ER JA ñi wp UL RC A CO 1 K T E 
参数 À ПЕ КЕР Ж. 


接着 设法 将 (1. 5.11) 式 的 右边 用 泊 松 括号 表示 出 来 。 为 此 首 


先 考虑 (1. 4. 5) 式 。 用 B-1(x，, 4) 左 乘 (1. 4. 5) 式 ,然后 固定 у, 
z = L — оо, ШЖ 


1 1 2 1 1 
T, OX (TLOD, Y Cy, в) }= 67 (y. D | r(A — 10. Убу, А) 


(у, :]$Q А 0.5.12) 


再 利用 
фу, D[rà — р, V (y, 2 |Ф(у, А) 
= ° (фу, ra — by, А)) 
= 55! у, Ar By, 22) , 
可 以 得 到 


TIATA, V су, 10] 


28 PE “ph HS E, Ye Rue r PE СУВЕ) #7 
= Z $- (y, Ar 一 (y, 2) 
У 
+ By, А04 Vy, : ]Ф Су, А) (1.5.14) 
ЕЗ ЛО), RENZA 1 取 迹 ,注意 到 (1.5. 12), 则 有 
ЛОТ CO (ТА), V Gy, 10] 
= tr G, Cy, А) (А — y) 


+ GG, D[rQ — д), VO, 20 ]) (1. 5. 15) 


为 了 将 (1. 5. 16) 式 与 (1. 5. 12) 式 联系 起 来 ,需要 作 如 下 考虑 ; 
ОС еккан ЖЭ GL ,要 求 tr17 = @б„„ 例如 ,对 


SU (N) 可 选择 trr = e ПУ 36 01.2. 3) 式 形式 的 >(A) 矩 
阵 的 一 种 特殊 情况 СА 为 一 во. 


(1. 5. 16) 


rA — н = — 


由 此 ,利用 (Соу, AQ — 0) = BhG(y, A/A 一 р), H 
(1.5.15) 式 可 以 得 到 | 


ЛОТ {Т (А), Ў Су, д) ) 
Bh 
— _( ©, (у, А) + [боу. А), VO, м)]) (1.5.17) 


AKA. 5.170 zk PP] y pk a ACRI АПЫ, А] z i ERES, 
则 有 : 


1 ; poo 1 / 
2ті ф dptr AGO T, GO UT. G0 Vx, 22] 
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_ Ph dz 
mI CA 一 从 


KERES и) + Са, н), VG, А) |) 
(1. 5.18) 
比较 (1. 5. 11) 式 和 (1. 5. 18) 式 ,最 终 得 到 


V Gr. А) 


= = } dp C(Gh) tri ADTT GO {Т Су, V Ge, 20] 
Tl C 
(1. 5.19) 


通常 的 Riemann-Hilbert 变换 在 Lax-pair 系统 的 应 用 中 ,选择 
ACp) 的 出 发 点 是 假定 AGO = L, ,大 为 李 代 数 生 成 元 。 这 时 
AGO = AP? ,因此 [4 APP] = cu Д, 即 满 足 圈 代 数 (loop 
algebra) , 它 称 为 种 子 代 数 关 系 。 所 谓 Riemann-Hilbert 变换 形式 
(1.5.6), 实 质 是 说 在 保证 Lax-pair 协 变形 式 时 ,相应 变 分 对 易 子 
的 对 易 关 系 仍然 是 圈 代 数 , 即 仅 像 * 穿 衣 ” 一 样 , 不 改变 问题 的 实 
质 。 然而 这 种 选择 不 是 唯一 的 ,因为 A(jy) 的 选择 原则 只 有 两 条 :i) 
在 本 问题 中 ,4 一 0, 即 只 依赖 于 谱 参数 以 及 ii)4(CA) 应 满足 群 的 要 
求 , 即 不 越 出 所 讨论 的 群 。 例 如 可 选择 为 


Ас) = е(Вһ) "Т, Go (а 为 无 穷 小 参数 ) (1.5.20) 


则 对 固定 m. (1. 5.19) 式 变 成 


SVG. А) = а is ани" Tio. V (z, А) 
(1.5.21) 
考虑 到 (1. A. 11) 式 并 完成 留 数 积 分 后 得 : 
ÒV (хт, А) = a(z%+) V (x, А)) (1. 5. 22) 
这 样 ,就 可 证 明 : 保 证 Lax-pair 形式 不 变 的 无 穷 小 Darboux 变换 可 
以 用 V 自身 的 泊 松 括号 表示 出 来 ,由 于 (т, 70) = 0, 可知 亦 有 


Comm situwa NE TUNI ЭШЕНДИН "ШЕР 
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(090, 090) = 0 


也 就 是 说 ,这 些 变 分 是 由 守恒 量 引起 的 。(1. 5. 17) 式 形式 的 (Cw) 
算 阵 代表 了 一 大 类 经 典 哈密 顿 可 积 系统 。 因 而 至 少 对 相当 多 的 物 
理 模 型 ,基本 泊 松 括号 与 Lax-pair 的 解 空 间 不 变性 是 相 容 的 。 这 
里 要 强调 的 是 , (1. 5. 22) 式 所 示 的 变 分 性 质 与 过 去 讨论 Kac- 
Moody 代数 形式 的 变 分 性 质 完全 不 同 。 这 里 5" 是 由 第 Gm 十 1) 阶 
TEE г" ОУ. 

结束 本 章 前 , 需 强调 指出 :用 Lax-pair 与 基本 泊 松 括号 结合 
起 来 讨论 非 线性 物理 模型 的 可 积 性 不 仅 是 漂亮 的 ,而 且 对 除 时 间 
变量 外 空间 为 一 维 的 非 线性 量子 场 论 的 量子 化 是 必要 的 。 因 为 只 
有 线性 方程 才能 量子 化 ,因此 非 线 性 场 方程 首先 要 线性 化 。Lax- 
pair 是 最 简单 的 方式 :二 阶 方 程 变 为 一 阶 , 但 方程 个 数 增 加 了 一 
倍 . 在 上 面 讨论 中 , 只 强调 了 (1.1. 1) 式 , 另 一 个 随时 间 演 化 的 线性 
方程 等 价 于 正则 运动 方程 。 通 过 经 典 正则 形式 的 讨论 也 明确 了 将 
来 量子 化 的 方式 。 

首先 简要 回忆 一 下 正则 量子 化 的 三 部 曲 : 

a) 场 方程 必须 是 线性 的 ,因此 场 量 可 以 作 健 里 叶 展 开 , 展 开 
中 以 平面 波 或 其 他 合适 的 泪 数 族 作为 正 交 函数 族 。 | 

b) 平面 波 展开 中 的 系数 а, 表示 产生 粒子 与 谭 没 粒子 算 符 的 
关键 在 于 场 量 满足 正则 对 易 关 系 。 

c) 将 ai EHE Fock 空间 中 ,建立 态 理论 (当然 ,如 果 考 虑 基 
态 能 量 为 正 , 还 要 进一步 研究 态 空间 ) 。 

将 这 个 思想 应 用 于 非 线性 可 积 系统 ,会 发 现 必须 仍 将 这 些 原 
则 贯彻 到 底 , 但 由 于 处 理 的 是 非 线性 问题 ,一 定 会 有 一 些 新 的 特 
点 。 现 在 线性 方程 是 (1.1. 1) 式 ,于 是 要 量子 化 O, (B H T 1) 中 平 
面 波 实质 是 指 渐 近 行为 ,而 a 是 渐 近 行为 展开 式 的 系数 , 故 需 考 
E Ф 的 渐 近 行为 , 它 就 是 TLC24), 即 转移 矩阵 ,与 过 去 不 同 点 在 于 ， 
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1) 中 局 自己 在 辅助 空间 中 常常 不 是 矩阵 ,现在 7(24) 的 辅助 空间 
( 即 @ 所 在 的 矩阵 空间 ) 为 矩阵 ,而 每 个 矩阵 元 a(4) ,5(4) 等 应 当 
处 于 a 的 地 位 。 此 外 ,现在 谱 参 数 是 一 维 的 , 故 量子 化 对 象 推广 为 


TOO = Ty) (а, b= 1. 2, N), 其 中 每 个 元 素 Tw() 为 
量子 算 符 。 与 NÉ Ta (4) 间 的 对 易 关 系 应 当 同 场 限 数 的 下 - 


则 对 易 关 系 相符 合 。 在 已 知 T() 对 易 关 系 的 基础 上 ,类 似 3) 建 
立 Fock 空间 ,从 而 建立 起 量子 理论 。 以 后 要 详细 讨论 这 些 问题 ， 
它们 构成 了 YBE 相关 的 完全 可 积 量子 理论 的 主要 部 分 。 


附录 1 WEHA. 4. 24) 式 与 (1. 4. 27) 式 结合 
等 价 于 (1. 1. 2) 式 


由 于 (1. 1. 1) 式 与 (1.1. 2) 式 结合 得 到 (1. 1. 4) 式 ,所 以 证 明 的 
思路 是 从 (1. 4. 24) — (1. 4. 27) 式 推导 出 方程 (1. 1. 4)。 将 
(1.4.24)з%—— (1. 4. 27) 式 写成 如 下 形式 ; 


H (A) = tr Т, СА) (1. 1) 


М(х, А =їгТг tz, ӘТ (т, Ar — А) (1.2) 


其 中 
1. 
1 1 
Тү (r, А) = Рехр|ах'У‹а', д) | 
| І (1.3) 
T; (х, А) = Pexp | аус, А | 
—L 
正则 方程 : 
VG. А) = [ HQ), VG, 2] (1. 4) 


首先 将 (1. 1) 式 代入 (1.4) 式 ,并 注意 到 (1. 1.12a) 式 , 则 有 
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六 Cr， А) — tr, (T. (QA), Y (х, Л) } 


= tr, lim >, | HU + VG, Ao) (Xiti 一 z;) J) 


° [V Gs; А,), VG, А) } (тд m Tj) 


1—1 
Cllr V Gi» А) Gri 一 x) |) 
k=] 
再 将 基本 泊 松 括号 (1. 2. 10) 式 代入 上 式 , 考 虑 到 
N 1. 
>a |a= 
7 一 ] ŽL 
得 到 
Ў бх, t) = tr Té Gs АГА — А), V(z, А) 
利用 (CA) 和 矩阵 的 (1. 2.3) 式 形式 ,经 过 简单 计算 ,由 (1.5) 式 给 出 
VG, А) = trf” (À — AOT, (z, АУТ (z, А) 
.([L., VG. AD ]E + LEE. Vez, 2 ]) 


(1. 6) 
其 次 由 (1. 2) 式 出 发 ,计算 M.: 


M, (x, A) = tr(( (Tr Gs, А)) Tit Ge, А) 
+ Tr (z, AD( Tr e, А)) )r GQ — А) 
注意 到 х #E (1. 3) 式 中 排列 顺序 的 位 置 , 有 


Cc G, A0, = VG, ЭТЕ Ca, А) 
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[Të (z, 3), =— Tt (z, АУ (z, А) 


D 


从 而 得 到 
2 
M.x, А) 
= tr (VG, AT; (z, ADTEC, А) 


— Trix, ӘТ? (z, АНА — А) 


tr, f° (A — ЭТ (x, ЫТ (х, ADEL, VG, À.) 11, 
(1. 7) 
БАЯУ, М, 


CY (х, A), М(х, 2] 
2 1 1 
= tri[VG, 4), Тү (z, AOTE (z, А„)г(А — А) | 
一 tr Tr (х, Т? (х, AD[V (z, А), r(À m Л) | 


tr P^, — AUG, ӘТ? Gs AOL Сб, А), E] 
(1.8) 


H (1. 6) 式 一 (1.8) 式 ,立刻 得 到 


V (z, А) — M.G, A) + [V(z, A), М(х, A)] = 0 (1. 9) 
这 样 , 就 完成 了 证 明 。 
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第 二 = 


非 线性 可 积 模型 的 量子 化 与 QYBE 的 物理 
起 源 


QYBE 的 建立 起 源 于 两 个 方面 的 物理 研究 :一 是 一 维 量子 多 
体 问 题 ;二 是 统计 力学 中 的 二 维 精确 可 解 问 题 ,在 对 具有 5 pR ЖС 
相互 作用 的 一 维 量子 多 体 问题 的 研究 中 ,QYBE 是 在 1967 年 由 杨 
振 宁 作为 自治 条 件 首先 发 现 的 .随后 ,在 研究 统计 力学 中 的 二 维 精 
确 可 解 模型 时 ,R.J. 巴克 斯 特 (1972 年 ) 也 独立 地 建立 了 称 之 为 
Triangle-star 关系 。 随 着 各 方面 的 研究 成 果 的 积累 ,人 们 发 现 
QYBE 普遍 存在 于 量子 可 积 问 题 ,并 且 起 着 核心 的 作用 。 

对 1 十 1 维 量子 可 积 模型 和 统计 力学 中 的 二 维 精确 可 解 模 型 
的 研究 ,目前 主要 有 两 种 方法 ;一 是 早期 的 Bethe-Ansatz 方法 及 
其 推广 (H. A. Bethe, 1931; L. Hulthen, 1938; C. N. Yang ffl 
C.P. Yang, 1966—1969; E.H. Lieb, 1967; R.J. Baxter, 1971 
等 ); 二 是 后 期 发 展 起 来 的 量子 遂 散 射 方法 (quantum inverse 
scattering method ) , 也 就 是 场 论 方法 (L. р. Faddeev, E. K. 
Sklyanin 和 L. A. Takhtajin, 1978—1979; H. B. Thacker 和 D. 
Wilkinson, 1979; J. Honerkamp, 1979 等 )。 文 献 中 常见 的 
Bethe-Ansatz 方法 是 一 次 量子 化 方法 ,量子 道 散射 方法 是 二 次 量 
子 化 方法 ,一般 说 前 者 比 后 者 要 广 , 但 对 某 些 具 体 模型 它们 得 到 的 
物理 结果 是 一 致 的 。 | 

本 章 内 容 安 排 如 下 :为 了 和 第 一 章 的 内 容 更 好 地 衔接 起 来 , 首 
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先 使 用 量子 逆 散 射 方法 ,介绍 由 经 典 可 积 模型 到 量子 可 积 模型 的 
量子 化 理论 。 然 后 ,将 通过 杨振宁 和 巴克 斯 特 的 早期 工作 ,简明 扰 
要 地 介绍 QYBE 的 物理 起 源 。 


$ 2.1 非 线性 可 积 模型 的 量子 化 理论 


我 们 知道 ,在 原 有 的 经 典 场 论 中 , 场 量 满足 的 是 线性 方程 。 正 
则 量子 化 理论 是 将 场 量 的 泊 松 括号 变 为 对 应 的 对 易 括号 ,然后 将 
正则 变量 用 产生 算 符 和 漂 没 算 符 表示 ,相应 的 系统 哈密 顿 量 也 用 
产生 ( 漂 没 ) 算 符 写 出 来 。 在 此 基础 上 构造 Fock 空间 ,在 粒子 数 表 
象 中 讨论 哈密 顿 量 的 对 角 化 间 题 ,对 于 非 线 性 可 积 模型 ,经 典 场 论 
的 正则 量子 化 方法 是 不 能 直接 使 用 的 ,因为 这 时 场 量 所 遵从 的 运 
动 方程 是 非 线性 方程 .所 以 ,研究 一 维 量 子 非 线性 场 论 的 出 发 点 是 
Lax-pair 中 的 线性 方程 (1. 1.1) 和 基本 泊 松 括号 (1. 2. 10) 式 ,所 采 
用 的 研究 方法 是 由 Faddeev 学 派 等 创建 的 量子 逆 散 射 方 法 2 ， 
下 面 围绕 着 QYBE 分 几 个 步骤 介绍 量子 化 的 有 关 理 论 。 

COD 局 域 转移 矩阵 L. (4) 和 它 的 交换 关系 

首先 考虑 Lax-pair 中 的 方程 (1.1. 1)。 如 同 $1.1 中 的 方法 ， 
将 一 维 坐 标 xz 格 点 化 。 格 点 化 后 ,方程 (1.1.1) 变 为 如 下 形式 : 


@ A) = Г,(А)Ф, (А), 1 < > < N (2.1.1) 


HP 6,0) = Plr, t; А), ІОАНН PEL 在 格 点 间 
E 4 的 一 阶 修正 下 ,L,(2) 可 以 写成 


LAD) = 1 + ДУ, (А), У„(А) =V (ax, t А) (2.1.2) 


格 点 化 之 后 ,基本 泊 松 括号 (1. 2. 10) 式 改写 为 


1 2 1 1 2 
(ИСА), V,G0)= д ГА 10. V,Q) + Ў, С) ] 
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利用 上 式 ,并 注意 到 (2. 1. 2) 式 , 则 在 4 的 一 阶 近似 下 ,得 到 
(Lco. ГС} = & [ra ш), Loo Loo]. 0.1. 3) 


这 里 需要 指出 :(2. 1.1), (2. 1. 3) 式 是 从 连续 模型 作 格 点 近似 得 
到 的 ,而 在 实际 物理 问题 中 ,有 些 非 线性 经 典 可 积 模型 本 身 就 是 格 
点 模型 。 在 此 种 情况 下 ,(2. 1.1)、(2. 1. 3) 式 是 基本 关系 式 。 下 面 
以 Toda 链 (TC) 为 例 说 明 这 一 问题 。 


TC 模型 的 运动 方程 是 
Ün = eti n — ef. 9-1 (2.1. 4) 
正则 变量 p.. q, 满足 的 泊 松 括号 和 系统 的 哈密 顿 量 分 别 为 
{prs dm} = бды (2. 1. 5) 
和 
Н = > | 2: + езт, (2.1.6) 


相应 的 边界 条 件 分 为 三 种 类 型 , i) 非 周期 链 : 一 ce < n < оо, 
п| жоо 时 ,q, — 0, p, — 0; ii) 周 期 链 : 格 点 长 度 为 NN， 
Ру+\ = bis Qapi = qi; ii) H 由 链 : 格 点 长 度 为 У, ЖИ exp (дм. 
一 g,) ХШ. ТС, COXB ЯП r CORB Еу 


(2. 1. 7) 


(2. 1. 8) 


其 中 (2.1.8) 式 和 NSE 82 r CO А Б WAER. 
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此 外 ,Z(CA) 的 形式 不 是 唯一 的 。 如 果 对 L, САЛЕ: 
.$;00 = ЕФ, (А). LL QQ) = gL,OOg ^! (2.1. 9) 
ЖР g 是 与 格 点 位 置 无 关 的 数值 矩阵 ,并 且 满 足 关系 式 : 
0). g@ zg] = 0 (2.1.10) 
则 (2. 1. DRAC. 1. 3) 式 保持 形式 不 变 , 即 
ү = L! O09! (А) 
ED | ; (2.1.11) 
GOD, LI GO) = 8, [r( — м), LEOA) L: (u) ] 
(2. 1. 11) 式 的 证 明 如 下 :由 (2.1.9) 式 和 (2. 1.1) 式 ,有 
| $00 = gD, 0) = gL, O00, (А) 
= gL, (Ag ЕФ, (А) = Г, (АФ, (А) 7 
PFH C2. 1. DEAM. 1. 11) 式 可 以 推导 出 : 


(LA), 110и) ) =g g (L, L.,Ca))g g^ 
1 2 ] 2 1 2 
=Əë,,g #[г(А—), 1, 1, (и) 167127. 
| 1 1 1 2 2 2 
= Š, rA g L,Q)g е І, (и)! 
1 ] 1 2 2 2 
—gL,O0g е 1, (и)е ir(A— p») 


=8 [0А и), LL | 


例如 ,对 TC 模型 ,可 选取 满足 (2.1. 10 XA z ЖЕ: 


-—| n "= |: | ean 
“ l-i a1]? i 1 UG 


使 得 L, (4) 变 为 
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1 Pa — À — 2ichq, i(5, — А) — 2shq, 
2 |— ilp, — А) —2shq, р, — À + 2ichq, 
(2. 1.13) 


下 面 考虑 量子 化 过 程 .将 经 典 场 量 变 为 算 符 ,然后 在 对 应 原理 


L, (4) = 


Go = «I (2.1.14) 
下 , 场 量 满足 的 泊 松 括号 变 为 相应 的 对 易 括 号 。 量 子 化 后 的 方程 
(2. 1.1) 仍 然 具 有 原来 的 形式 : 


$,,) = Г,(АФ, (А), 1 < n < N (2.1.15) 


(Bé , L, (ADF 6,00 Ж EE ВА. 而 不 是 普通 函数 。 一 般 情 况 
下 , 工 ,(4) 可 以 写成 格 点 间距 А 的 级 数 展开 形式 : 


І.А) — 1 + ALZ A + ALPA 十 … (2.1.16) 


Ж LS = У„(4)„ Ж, 38 8185 S UH w H 38 79 Et TE 
式 。 但 是 这 种 量子 关系 不 能 在 (2. 1. 14) 式 下 直接 从 (2. 1. 3) 式 得 
到 ,因为 这 样 只 有 方 的 一 阶 形式 ,而 不 能 包括 大 的 高 阶 项 。 所 以 ， 
代替 (2. 1. 3) 式 的 量子 对 易 关 系 被 假设 为 : 


RQ — wW LA LGD = Їн) LARA — 40 
(2.1.17а) 


[L,Q), L.G) ]= 0, m Z n (2. 1. 18a) 


Жн КСЛ) EDIS bL BECOXHADUKRSCT- А ВУЖ ЕЕ. (2. 1. 17а) 
式 和 (2. 1. 18a) 式 的 矩阵 元 形式 为 : 


Ку, м СА T7 p) (Ln AD) p CL, Си) )u 


= CL, CO UL, OO) Rs (А — 40 (2. 1. 17b) 
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| nA) ys LapOu|=0 тает (2.1.18b) 


对 (2. 1. 17) 式 需要 注意 的 是 ,在 量子 情况 下 , Luo LA = 


10 L,Cu) ， 这 是 与 经 典 情况 不 同 的 。 

(2.1.17) 式 和 (2. 1.18) 式 的 建立 自然 地 会 产生 这 样 一 个 问 
题 ,它们 的 经 典 近 似 是 否 能 退回 到 泊 松 括号 (2. 1. 3) 式 ? 回答 是 肯 
定 的 。 如 果 R(A) 可 以 写成 如 下 的 形式 : 


RQ) = 1 + iñ СА) +o?) (2.1.19) 
HU C2. 1. 17) 式 退化 为 


ЗЕТА ОА), LD Jra 0L GOL, G0 — L GOL, А) и) 


在 经 典 近 似 下 ,方程 左边 的 对 易 插 号 退回 到 泊 松 括号 ;方程 右边 ， 
L.G) Ыс = О) D00), 即 上 式 变 为 


oo, L.G) = EO — му, ЁО 1,1 


再 考虑 到 (2. 1. 18) 式 的 经 典 近似 , 则 量子 关系 式 (2. 1. 17) 和 
(2.1.18) 退 回 到 (2. 1.3) 式 。 
量子 方程 (2. 1. 15) 和 量子 交换 关系 (2. 1.17). (2. 1.18) 式 存 
在 使 其 形式 不 变 的 变换 . 
Ф! (А) = GA)D, (А) (2. 1. 20а) 
Li(A) = СС” „СС (А) (2. 1. 20b) 


R'A pp) = (GOD CO GCOD ROG — н) (СКА 69 СТ! GOD 
(2. 1. 20c) 


其 中 ,变换 抢 阵 G (A) Ун Ж PG 3 , = ҤЕ ЕЕЕ. 
(2.1.15), (2. 1.18) 式 的 证 明 是 非常 容易 的 ,这 里 只 给 出 (2. 1.17) 
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式 的 证 明 。 


用 CCDCCo 左 乘 (2.1. 17a) 式 ,C-ICODC-ICO 右 乘 (2.1. 17а) 
式 , 有 


бод) GGoRO — м) L,Q) L,Go GA) 67 (Q9 
1 2 1 1 
— GO) OORA — w) 6 00 67 GO GA) 
|! 1 2 2 
ГА G 1 (0 бош) L,Go G7 (9 
= ВИСА wW L: (Q) L! C) 
1 2 2 1 1 
. 602 6Go L,Go LARA — и) G3 (0 67 (0 
= бош) L.G) G Go СОА) L,O0 СКА) 
. 600 GUDRA — н) G1 00 67 (qo 
= Lo LLOR (А p) 
因而 , (2.1. 17b) 式 变 为 ， 
Ra- р) L Lad = LiGo Li GOR Q — 9 


它 保持 了 (2.1. 17) 式 的 原 有 形式 。 由 上 述 变 换 可 以 看 出 L, CAF 
形式 不 是 唯一 的 。 对 给 定 的 L, (C4) ,如 果 


[RQA — н), СОА 69 GCÓO ] = 0 (2.1.21) 


则 由 (2. 1. 20b) 式 给 出 的 L; CO S, ДЕ C2. 1. 170 5X. (2.1.18) X, 
并 且 具 有 同一 R(X) 和 矩阵 。 这 方面 的 例子 很 多 ,下 面 将 加 以 介绍 。 
对 具体 的 物理 模型 ,需要 确定 相应 的 LX) 和 ROO ,在 量子 道 
散射 方法 中 , 对 连续 经 典 可 积 模型 需要 完成 两 个 程序 : DEF 
VA 构造 二 CA) ,一般 只 考虑 4 的 一 阶 近 似 5i) 给 定 了 L, GA 2 
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后 ,由 (2.1.17) 式 解 出 R(4) 。RCD 的 矩阵 元 允许 差 一 共同 因子 ,也 
就 是 说 ,如 果 尺 Ci) 是 解 , 则 FA)RGD) 也 是 解 ,其 中 FM) 是 1 的 任意 
函数 。 当然 ,对 格 点 可 积 模型 ,例如 TC 模型 ,第 一 个 程序 是 不 需要 
的 ,而 是 直接 对 经 典 的 LL,(4) 作 量子 化 。 

结合 上 面 所 讨论 的 内 容 , 这 里 我 们 主要 介绍 两 种 类 型 的 АСА) 
矩阵 :RC 和 ) 的 有 理解 和 三 角 解 。 它 们 覆盖 了 许多 量子 可 积 模型 。 

在 讨论 这 两 类 R(4) 和 窍 阵 之 前 ,为 了 运算 方便 ,将 L, (АКСА) 
的 矩阵 元 重新 标记 ,写成 (LCW) 六 和 RSG)。 HE L, Q JE N x N 
Ж ВЕ, Ш RO N? x N° 和 窍 阵 ,相应 的 矩阵 元 指标 选取 为 “ 自 旋 ” 


_ N 一 № 一 N 一 
指标 : a, e. d € — 2 1, 一 2 l], "tt, 2 1 


种 标记 方法 和 原 有 的 矩阵 (或 惩 阵 张 量 积 ) 的 标记 方法 有 如 下 
关系 : 


。 这 


(ТӘ 一 СГ, 8 Кш, cd 一 К° (2. 1. 22) 
Но 7, ОШ ЕБВ ОЯД, М = 2, а, ++, d Є 
[— 1/2, 1/25; 
GL, (LU, 
Г.А) _ 1⁄2 /2 
(L,) (ШӨ 12 
Куу 15 REM, ЕА, ВЕ, 
一 一 —1⁄ — 
ROD Ru Күз» КЛ; КЇЇ Б!» 
ЮМ? RWA RJ КОЛ 
— — 一 — E 一 — — 1/ 
Кг 25 V RRE” КС» "Y 1/2 Ti 


相应 地 ,量子 交换 关系 (2.1. 17b) 式 、(2.1. 18b) 式 改写 为 : 


| а СА — (L, САС (и) = (GL GODOSCLUCAO)DERZ СА — рн) 
[ (1„(‹4))2, (L, D] = 0, m Z n 
(2. 1. 23) 


I fN l. n Fx r түү 
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1) ROOSR EE UR ERM. БЕ ROO RAS ГРЕХ: 


RAO = А + aP (2.1. 24) 
其 中 a 是 任意 常数 ,P EMA 2218] ЕВЕ ЕЕ, CHEETA 
са == Oade (2.1.25) 


对 a， d Є [— 1/2, 1/2], 按照 ЕС» НЕ E 5 12: , A 


| | 


О 1 
P = (2. 1. 26) 
1 O 
1 
同时 ,假定 L, CO RT 53 pi 
L(A) = L9 + ALY? (2. 1. 27) 


其 中 LO EUREM , ЭЕ НН GLO; = bafa Li, 是 与 谱 参 数 A 
无 关 的 算 符 和 矩阵。 将 (2.1. 24) 式 和 (2. 1. 27) 式 代入 (2. 1. 1720 %, 
注意 到 


Го, 1%] — LY, LOT — (Lo, Lo = 0 
P L.G) LOP = L,Go LOO 
可 以 导出 
RQ — гб) L, Q) L.Go0 — Ed LODRA — р) 


= Q — DEL А), L,G0] + PULA L, G0 — L,G0 L,(0] 


À— p, -1 2 1 2 | 2 
— “ix | С, LP] — aP (LY LO — 1° Li) = 0 


BI, (2. 1. 17a) 式 成 立 的 条 件 是 ; 


LL, LPJ] = арі Lo — he Eo) (2.1. 28а) 
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CELLE, (L00055 = a(@, f CLP — 8/61? у) 
(2. 1. 28b) 


显然 , 代 换 Д (А) 一 ALLCO ， 并 不 影响 上 面 的 结论 .。 下面 给 出 几 个 
具有 (2. 1.24) 式 和 (2.1. 27) 式 结构 的 例子 。 

[5] 1) XXX 模型 。 它 的 经 典 来 源 可 看 作 是 耦合 常数 J = 
J, =J, = 1 情况 下 的 Landau-Lifshitz H f£ . 2X £6 [8] [8] TE 2E SR [E EX 
磁 链 模型 (H.F 模型 ) . | $1. 2 中 例 3 的 结果 ,在 (1. 1. 14) 式 下 
Q = 1), $Ë: S(r, t) (а = 1, 2, 3) 满足 对 易 关系 : 

[Se Cx, t), (у, 2) | =— ies S (m, HÈ — y) 
(2. 1. 29a) 

格 点 化 后 ,定义 平均 算 符 


Se =— | drS*G, t) (2.1.30) 


ДЇ C2. 1. 29а) ЛЕ Ж 
[Sis Sh] = 19, Eade n (2. l. 31) 


相应 的 元 (CA) 由 (1. 2.31) 式 和 (2. 1. 16) 式 的 一 阶 近 似 给 出 : 


] —iA $2  — ik Sr 
LOX (Ау = | | (2.1.32) 
— iA St 1 +14783 
其 中 Sr = S, + 15; 
容易 看 出 ,这 个 L,(2) 属 于 (2.1.27) 式 类 型 ,并 且 有 
f. = 1 1/2 1/2; Li" quo | 
a == 1% — . ; n = il 
а Sr — 53 
(2. 1. 33) 


38 (2. 1. 332 RIŁA C2. 1. 280 6,18 8] 
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а = — і (2.1. 34) 
例如 ,计算 矩阵 元 :a = b = c = 1/2, d =— 1/2, 
LOLs Nz, (Єл?! | = LS;, S, J = S; 
== — a(L;")U1, = ias, 


即 得 到 (2. 1. 34) 式 , 同 理 ,可 以 计算 其 他 的 矩阵 元 。 由 此 得 到 


А—1 
RX (А) = | E (2.1. 35) 
一 1 À 
А—1 
由 于 RD) 人 允许 相差 一 共同 因子 ,所 以 可 以 将 (2. 1. 35) 式 写成 
1 
RIX (A) = PG) aQ) ‚ а(А) = 一 L. PA) = ^ 
а(А) BQ) 人 一 1 A 一 1 
B 
(2. 1. 36) 


ЖН F S; 是 格 点 nw 上 的 任意 自 旋 算 符 。 对 自 旋 为 1/2 
的 特殊 情况 
1 


Si = > 
其 中 = ERE n 上 的 泡 利 算 符 ,满足 关系 式 
Ó, d-i£40,, п = т 
ааб, = | (2. 1. 29b) 
06“, п £ т 


相应 的 哈密 顿 量 为 


N 
H = — T У) (оолу, + оўо, + 0501) (2.1. 37) 
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并 且 具 有 周期 性 边界 条 件 : ох = o1. 它 描 述 的 是 自 旋 为 1/2 的 
近邻 相互 作用 的 铁 磁 链 模 型 。 

[í 2】 NSE。 将 泊 松 括号 (1. 1. 8) 式 变 为 对 易 括 号 ,得 到 场 
Вои (Z BJ JE K E SB ) W8 E BJ ES A: 


[4(2, t), $ Q0] = 8(х у) 
өс t), Pys D] = [Yt (х, D. 9* Q.D] —0 
(2. 1. 38) 
定义 
r ta r tA 


p, = A 1⁄2 | ахф(х, t), g = A 1⁄2 | dzxy! (Gr, t) 


(2. 1. 39) 
H (2.1. 38) 式 ,有 


(Pns M 一 - [ 9. Pml = K ° + = 0 (2. 1. 40) 


相应 的 L (矩阵 可 以 通过 XXX 模型 的 L, CARE ЕЁ ЕШ. RUE 
法 如 下 : 令 


1 1 
S) = — (gtp, + Orpa), S? = —— (Orpa — di Pa) 
RP P» P. Jc (Ps Pup 
з 2 СД + _ cA ul 
S; nu A 1 + 2 Pa 2 ° Dn 一 | 1 + 4 ¿, ¿, 


(2. 1. 41) 


不 难 验 证 ,由 (2. 1. 41) 式 定义 的 S:, a = 1, 2, 3, 满足 (2. 1. 32) 
式 。 例 如 ,利用 关系 式 ; 


po (idu) = ptg, + DY Фос d, + 1) = оф! o 
(2. 1. 42) 
其 中 ооё} V.) = р, 表示 p, ZE pr s. 的 函数 ,有 
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[51, 51] = Гете. рар] = 2 G: Pte, — Ph p.) 
п? н cA n я? "үп cA n nn nYnfn n 


= E t plo. — pp d. — DPI d. — DHE) 


-= | 1 + Pere, — De 


1 + Ste. | = is: 


EE! 
|». cå 
可 类 似 地 验证 其 他 关系 式 。 将 (2. 1. 41) 式 代入 (2. 1. 32) 式 得 到 


11-144 2, — i V cAdi p, 
L(A) — 12 2 2 
" Ac A 
—iVcAgé, —1—1®®— Әд, 
11-154 yry i /cAg2 p, 
12 2 2 
= xÀ о; 
— iV cAp. d. 1+1 2 + угу, 
(2.1.43) 
其 中 os 是 2 x 2 泡 利 矩 阵 第 三 分 量 。 定 义 
LNSCA) =— лр А " (2. 1. 44) 
则 有 
11/2 44 Ф, i Vcg} p, 
2 2 
L5 = 


— iv /cAp, d, 1 + i + А 


(2. 1. 45) 
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(2.1. 450z& 28 H ГАСА) SEE NSE Ij (А), НЕХ (2. 1. 39 XX, 
容易 看 出 ,J 和 w+ EEF A7.m o. LÆ фф, 的 函数 ,所 以 
(2. 1.45) 式 是 A 的 无 穷 级 数 形式 。 如 果 仅 考虑 A 的 一 阶 项 , 则 
(2. 1.45) 式 退化 为 

1 MI i/c Ag; 


2 
LSA) = | (2. 1. 46) 


— iY'cAg, +122 


(2.1. 46) 式 可 以 通过 经 典 NSE УУ, CO ETE; RE f ik 1831. 由 
(2. 1. 44) 式 可 清楚 地 看 出 ,XXX 模型 中 工 .(A/c) 对 应 于 NSE 中 的 
L-A ,所 以 RaA) 矩 阵 也 必需 有 相应 的 对 应 关系 ,使 得 (2. 1. 17) 式 
保持 不 变 。 由 此 ,在 (2. 1.36) 式 中 ,将 4 一 A/c, 可 以 得 到 NSE 的 
ROB ЕЕ: 


ВСА) aA) À 
RS (À) = ‚ «(А i-i! À i-i 
(А) а) ВО) а(А) = — BQ) = — 去 
(2.1.47) 


此 外 还 需 指出 的 是 ,(2. 1. 44) 式 定义 的 LIS (和 和 Le“(4) 差 一 个 
c, 矩阵 ,相当 于 LP (A) — LP (0o0,, 从 而 有 


Їххх ду [ххх (o — L9* CA LE (Go os о, 


Lx (uo) LISa) — LE (qo) LOFA) 2, Gs 
考虑 到 | 
[RQ — p», 0; в] = 0 


所 以 这 种 变换 保持 了 
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RSA — и) LS Їл (и) = ЇМ (и) 17 (АУМА — и) 


最 后 再 做 一 点 说 明 : 由 (2. 1. 400 — (2. 1. 42) X, ЖА Т 
算出 


SS» 808 +1), S= (2. 1. 48) 
Z cÀ 


而 NSE Jé XE £870, Bir p) PX BJ jj BE #h RER A — 0, 34 0 < 0 
(对 应 束缚 态 ), 这 意味 着 自 旋 量子 数 S 很 大 时 ,XXX 模型 才能 近 
似 对 应 NS 模型 。 

【 例 3】 TC 模型 。 经 典 正 则 共 斩 变 量 qoo р. 量子 化 后 , 变 为 
算 符 。 它 们 遵从 的 对 易 关 系 是 | 


[ q... Pnl = 1б (2. 1. 49) 


D R(D 和 矩阵 的 有 理解 。TC 模型 的 已 (0 仍 具有 经 典 情况 下 
的 (2. 1. 2) ZJE X: 


(2. 1. 50) 


„—А е 
LEQ) = i ° | 


e fn 0 


但 是 (2. 1. 50) 式 中 的 q, 和 p, 现在 是 算 符 。 它 也 属于 (2.1. 27) 式 
类 型 ,由 (2. 1. 50) 式 容易 看 出 


fus ——]: n = 0, L;? = M 


je 


— е", 
| (2.1. 51) 
0 


H (2. 1. 28b) 式 和 (2. 1. 51) 式 确定 出 а = i, 由 此 得 到 


1 
BO») alà) i 
RI€(A) = ‚ «(А) = ——-, LA) = 
(А) «(Ау во) а(А) icri BQ) = 5 


Ti 


(2. 1. 52) 


DOMUS Dill -pr ARRIERE RR 
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对 变换 (2.1. 20034, Ht GOA) = g, g H (2. 1. 122285 H1. 容易 证 明 ， 
1р, gg] = 0, 3X SES [RT (0 — м), g @ к] = 0, JA Tfi LI QD 
变 为 

LOA) = gL (АЕ! 


1 p, — À — 2ichg, i( 5, — А) — 2shg, 


2 |— ilp, — А) — 2shq,  $,— А + 2ichq, 
(2.1. 53) 


2) КО) =. 297; SUE WL. — e. y = e“, 
(2.1.17a) 式 可 以 改写 为 


Rry-) Lr) L.G) = L.G) br)RCry') (2.1.54) 
假设 
R(z) = xA — zB (2.1.55) 
ҤН,АЯ B E 4 х 4 ЖЕЕ: 


А = ,B= РАР (2.1.56) 


P 由 (2.1.26) 式 给 出 ,g 是 任意 常数 。 假 定 L,(4) 有 如 下 结构 : 


Lcx) = ri} — xr 'L; (2. 1. 57) 
其 中 
K, wX} | К! А 
° „ = ‚ W == q — q 
— wX, K, 
(2. 1. 58) 


4X Хі, К, 的 对 易 关 系 将 由 形 如 (2.1. 54) 式 的 RTT 关系 确定 。 
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将 (2.1. 5503 #002. 1. 57) 式 代入 (2. 1. 54) XS ШЕ z. у 的 同 次 
wA 
А1ЕЇ# =1#1®А, АН ЇЇ =1 LrA (2.1.59a) 


1 1 2 2 


B L: L: = L: zB, BL- t = L+: 158 (2.1.59b) 
1 2 2 | 1 2 2 1 
AL LZ — Li LA = ВІ L, — L, LIB (2.1.59c) 
由 (2.1. 56) 式 容易 证 明 ,(2. 1. 59%b) 式 等 价 于 (2. 1. 59a) 式 ,例如 
1 2 2 1 2 1 1 2 
B L£ L£ — LE LEB = P(A 113: L+ —Li LA DP 
= PA` (Í+ LEA— A L2 Ly A P 
= 0 


所 以 只 需 考 虑 (2. 1. 59а) 3X ЖП (2. 1. 59c) 式 。 再 将 (2. 1.560 ARI 
(2. 1.58) 式 代入 (2.1.59a) 式 、(2.1. 59c) 式 ,得 到 如 下 代数 关系 ; 


K,X = g 'XłK„, [X7 , X; | =— z (Ki — Ку?) 
(2. 1. 60) 


也 就 是 说 ,对 (2.1. 55) 式 一 (2. 1. 580 XB HH] ROGO RI L, (4) 只 要 

满足 (2.1. 60) 式 , 则 有 (2. 1. 54) 0. 

为 了 和 已 知 的 物理 模型 更 好 地 联系 起 来 ,我 们 需要 从 两 方面 

讨论 : | 
а) 在 变换 (2. 1. 2000 3X (2. 1. 20c) 式 下 , 取 


С(х) = 


r 1⁄2 
| (2.1.61) 
212 


ДЈ ЕН (2. 1. 55) K. (2. 1. 56) 式 定义 的 R (z) Н (2. 1. 57) K. 
(2.1. 58) 式 定义 的 L, (х) 5 ЭЖ JJ 
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1 


qr —q x 
x — т} w 
R' (x) = 
w > — x=`! 
qaz —q x! 
(2. 1. 62) 
和 
rK,— = K,! zX + 
Li(x) = (2.1.63) 
wX; rK,— = K, 
b) 再 对 1; (л) (ЕРЮ. 
. [0 —1 
Lir) = — lG, L; (>), 0, = | | 0 | (2. 1. 64) 
利用 
'&(х) = 0,a + b2Z c + d, R'A) = R'E) 
` (2. 1. 65) 
Eu 
[R' (ху), с 0) о, |= 0 (2.1.66) 
这 表明 对 L*(x) 有 


R (ay?) L'a LLO) = Ery) L'GOR Gy 
(2. 1. 63) 式 和 (2. 1. 64) 式 给 出 L(x) 的 具体 形式 为 


一 wX, = K, — xK,! 
Lir) = (2. 1. 67) 
ХК, — x Ki юх 
下 面 给 出 与 上 面 讨 论 有 关 的 具体 例子 。 
[5| 4] XXZ 模型 。 这 个 模型 类 似 于 XXX 模型 ,差别 仅 在 于 
Жаш Ј, = J, = 1, J, = cos7 = 1, 7 是 任意 常数 。 X1 El JE 2j 
1/2 的 情况 ,系统 的 哈密 顿 量 为 
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N 
Н = i S (olcl + oža, + cosqgoioi,,) (2.1. 68) 
n=] 


其 中 泡 利 算 符 o2 的 对 易 关 系 已 由 (2.1. 29b) 式 给 出 。 相 应 的 L(x) 
具有 (2.1. 63) 式 的 形式 ,并 且 


:了 1 
K, = ез", Xi = —o; 


> 9, > g = е” (2. 1. 69) 


E: rB ot = о! + i, 容易 验证 (2.1.69) 式 满足 (2.1.60) 式 。 由 
(2. 1. 69) 式 得 到 


zo, (À) + w, (ADO; Wa, 
LZ (A) = 
Wot w, А) — w, No 
(2.1.70) 
其 中 
w, (À) + zo, (À) = sinl А + 1| „W= — sin? (2.1.71) 
和 
1 
Рх A) = ВС) aQ) 
al ВСА) 
1 
! (2.1. 72) 
_ si 
aO) = n — p 
sinA 
BO) = di d p 


[#15] SGE.E ЕБЕ УЕ pH 满足 对 易 关 系 


| t), x(y, £2] = ië(z — y) 
[Ф(х, t), ply, £) | — | r(z， і), т(у, 1) | = 0 
(2.1. 73) 
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r +à z +A 


dn 一 E | дДхф(х, t), Р, = | drrlr, £) (2. 


+ 
n 


容易 验证 ,gq,、p, 满足 对 易 关 系 


Lans Pm] 一 lÒ pm (2. 


引入 算 符 : 


2 


ит = exp| + i Šp), Ur = Дехр | + i Ра.) (2. 


利用 


ct 


e^Be-^ = B + ГА, B] + ГА, ГА, B+ 


可 以 证 明 и, vl 遵从 交换 关系 


uU, = v,u,exp(iee 82/8) (e, € =+) (2. 


SGE 的 L,(z) 具 有 (C2.1.67) 的 形式 ,K,,， X2 由 下 式 给 出 : 


K, = vt, X: =+ cuj (2. 


EO. 1. 78) 式 代入 (2.1. 60) 式 ,前 式 给 出 
К„Х# =F vut =F -二 -xztofexp{ 干 i82/8) 


一 X£ K,exp(T 182 /8) 
从 而 得 到 


q = exp{17}, Y = 8: /8 (2. 


计算 后 一 式 
Хх ° X; | = 0, К? 一 K, ° = A 21sinq, 


l. 


l. 


74) 


75) 


. 76) 


. 77) 


. 78) 


. 79) 


在 4 的 一 阶 近似 下 ,忽略 A 项 ,可 以 使 得 (2. 1. 60) 式 的 后 一 式 成 
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m _ _ 
—(xv, — x v) u, 


4 
(2. 1. 80) 
其 中 , х = ехр{А), H (2. 1. 6225388102. 1. 700 3X8 H 


1 


À À 

оеду | BW «0 

alà) ВСА) 

1 
isiny (2. 1. 81) 
a = Sk LI 
u shà 

BQ) = sh(A +17) 


上 面 结 合 具体 物理 模型 讨论 了 RC4) 和 矩阵 的 有 理解 和 三 角 解 ， 
除 这 两 类 人 解 之 外 ,还 有 一 种 类 型 解 一 一 椭圆 解 ,典型 的 例子 是 
XYZ Ж). XYZ 模型 描述 的 是 具有 近邻 相互 作用 、 自 旋 为 1/2 的 
磁 链 系统 。 它 的 经 典 模型 来 源 可 以 看 作 是 Landau-Lifishitz 方程 
(J, 3 J, 25 J,), XYZ 模型 的 工 ,(4A) 和 RON) 分 别 是 2 x 2 和 矩阵 和 
4 X 4 矩阵 ,它们 的 矩阵 元 用 Jacobi 椭圆 函数 表示 。 这 里 不 作 更 多 
的 介绍 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 献 [1~4, 12, 13, 15]. 

(2) QYBE 

Ж $ 1. 3 中 对 CYBE 的 讨论 ,考虑 在 三 个 辅助 空间 中 定义 


的 LODE, YEA LAD, 二 1, 2, 3, 定义 为 
LW=L, VOIOT, LNW=IOL WD, LOO =IQIQL A) 
由 基本 量子 交换 关系 式 (2. 1. 170 ,不 难看 出 ,不 同 空间 上 的 Д, (А) 2 
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间 的 交换 ,是 借助 于 R(X) 矩阵 实现 的 。 如 果 考 虑 L, Qu L, Cus) L, (us) 


到 上 L, Qc) La (uw) 上 L,(ui) 过 程 ,那么 这 个 过 程 必然 是 通过 R(A) 对 空 
间 逐 次 交换 完成 。 假 如 交换 方式 不 是 唯一 的 ,那么 必然 对 尺 (i) 窍 
阵 存 在 限制 条 件 , 以 保证 不 同 的 交换 方式 是 等 价 的 。 这 种 限制 条 件 
就 是 QYBE。 下 面 给 出 具体 的 推导 过 程 。 

为 区 分 在 不 同 空间 上 的 R CO Е, АКЕ г 个 空间 和 第 j 
AREER ROMEA R;CO ,相应 地 将 (2. 1. 17) 式 改写 为 


Ri Qj) Lu,) Lu) = L, Cu) L, (Gu) Ry Qu) (2. 1. 82) 


1 2 


其 中 и,; = и, — Uj} 1, J= 1,2, 3, 代表 谱 参 数 。 H L, L, L, 到 
L, 上 ,上 有 两 种 交换 方式 ,第 一 种 方式 是 


R i (и) Ria Gua) Ros Q3) LG) L,Ga) L, Cus) 
= R i, Cui) Ria Cti) L, Cu) La) L, Gi) Ras (изз) 
= RyuG;) LG) LG) LG) Ri; (u13) R53 (изз) 


一 LG) L, Cus) L Gu) Ку» Ga) Ris Gas) Ros (из) 
即 
Ris Ga Куз Cu) Roa Quo) 


ы L, (ш) L,Ga) LG Ry Ga) Ra Ga) Ёз Cuz) ) ü 
3 2 1 
= L,(u;) L, Cuz) L, Gn) 
第 二 种 方式 是 
Ra (изз) Куз (u 2 Riz (2) L,Ga) L, Gu) L, (us) 


= Ry; Gu, )R i tig) LG) LG) L, Qi) Riz Gaz) 


DETA ar ara —— n rv. 
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= R,; Cüz) n Cu) L, Cus) L,Ga ) Ry Gas) Ris Gaz) 


= ON L, Cu) L, Cu, )Ra (u, ) Ri; Ga) Riz Q2) 
即 


К,з(изз) R is (из) Ri; ui?) L.G) NON, LG) 
° | Ra Go) Ry Ga) Ку; Ga) ) B 
3 2 1 
= L,Cus) LODS L, (ul) 
比较 这 两 种 交换 方式 ,得 到 
Ry (tz) Ry Ga) R3; Gay) | Ки) Ra Ga) R; (us) 
1 2 3 
° L,Cu,) L, Gn) L, Cuz) 
= L.u) Ї. (из) L, (из) [ Ra Cuz) Ri (us) 


° Ri, Q45)) Ru (22 Ria (u, 2 Roa (изз) 


或 
[ (Ra (изз) Ris Gas) Ris C12) ) Riz Gae) Ris Qs) 
] 2 3 
M R33 Cuz), L, Cu) L, (u2) Lp Cu) | 
= 0 
这 一 结果 导致 
(Ros (изз) Rig (илз) Riz Quz) ) Ri (из) Ris Gas) з (из) = CX 1,» 


(2. 1. 83) 
La = 1 б) IG@ I, 对 方程 (2. 1. 83) 两 边 分 别 取 行 列 式 ,注意 到 ,对 


KE RE A, B # detAB = detA . detB, 可 计算 出 方程 左边 的 行列 式 
等 于 7 的 行列 式 , 从 而 确定 常数 等 于 1。 由 此 得 到 
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民 Cuti) Rig ti) Ra Gg) = R; (uo Fi биз) Ку, (us) 
(2.1.84) 


这 就 是 QYBE。 前 面 已 经 讨论 过 的 R() 和 矩阵 的 有 理解 和 三 角 解 及 
后 来 提 到 的 椭圆 解 都 可 以 由 QYBE 直接 解 出 . 从 (2. 1. 17) 式 及 有 
关 讨 论 中 可 看 出 ,QYBE 的 解 的 重要 意义 在 于 确定 了 局 域 量子 算 
符 ( 格 点 上 ) 之 间 的 交换 关系 。 以 下 介绍 它 也 决定 了 整体 量子 转移 
矩阵 的 交换 关系 。 对 给 定 的 一 种 类 型 的 Q Y BE 的 解 , 则 相应 地 确 
定 了 一 种 代数 交换 关系 ,对 代数 关系 的 不 同 物理 实现 ,也 就 对 应 于 
不 同 的 物理 模型 。 例 如 对 有 理解 ,前 面 已 介绍 了 XXX AA NSE, 
TC 模型 的 L, (2) 的 不 同 物理 实现 。 当 然 ,QYBE 的 解 不 仅仅 限于 
2 x 2 和 矩阵, 它 有 着 任意 和 N? x Ni 的 和 矩阵 表示 ,并 且 有 着 各 种 结构 
的 丰富 表现 方式 。 这 些 将 在 以 后 的 章节 里 给 对 讨论 。 

(3) 整体 转移 矩阵 T(A) 和 它 的 交换 关系 

上 面 介 绍 了 局 域 性 辅助 函数 满足 的 算 阵 方程 和 量子 交换 关 
系 , 其 中 (2.1.15)、(2.1.17) 及 (2. 1.18) 式 是 基本 的 关系 式 。 从 这 
些 关 系 式 出 发 ,讨论 量子 化 后 的 整体 转移 矩阵 。 

与 经 典 可 积 模型 的 讨论 类 似 , 以 z, 点 作为 初始 点 ,用 (2. 1.15) 
AEZKERA 


Pya (A) = Ly СА Еу AeL AB СА) (2. 1. 85) 


它 描述 了 从 @ (А), 38 SE 104), 64,,00 的 转移 过 程 。 假 设 
@.(4) 具 有 边界 条 件 : 


ðA) = І (2.1.86) 
定义 
TQ) = Pr A) = П, 
n=] 


= Lx СЛ) Ls СА) e L, СА) (2. 1. 87) 
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其 中 个 标记 工 ,4) 的 排列 顺序 ; 按 格 点 1，… ,NN ,从 右 到 左 排列 。 由 
(2. 1. 87) 式 所 定义 的 Tw () 就 是 量子 整体 转移 矩阵 。 对 于 连续 量子 
可 积 模型 ,为 了 保证 所 有 物理 结论 的 正确 性 ,要 求 A 一 0, 即 从 格 点 情 
况 退 回 到 连续 情况 ,所 以 最 后 要 对 Tw (2) 取 A 一 0 的 极限 。 
通过 量子 交换 关系 (2.1.17) 式 和 (2.1.18) 式 ,可 建立 T CA 
的 量子 交换 关系 。 具 体 作 法 如 下 :首先 考虑 在 两 个 辅助 空间 上 的 


T (DTG). HELRC. 1.87) 式 ,有 
FV ToGo = Lra LAD Go GO LAG) 


利用 (2. 1. 18) 式 ,可 以 将 Lw G0 5j L Q), =, Іл.) 交换 ,最 后 


放 在 (的 右边 。 类 似 地 ,对 亏 ， G0 到 Ls(p0) 依 次 作 交 换 , 从 而 
得 到 
TQ) Тус 


= QuO) L.G) Ga 400 ЁС), А) L, G0) 
Hj RG 一 0 从 左边 作用 到 上 式 , 再 利用 (2. 1. 170 X н] S iH 


RQ — р Ty CO Ta GO 


GL. Go LADRA — и) 


‚(ез La a GO (L GQ) L4 G0) 


Gao АО) Ga Go La 400) 


| 


. Q4 Go LADRA — и) 
再 由 
Gu Go Le O00 (L GO. L, АЭ) 
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= QuGD Li G0), OO LOO) = Тобо) ТУ) 
最 后 得 到 
RA — р) TQ) Таси) = Туси) TORA — и) 
(2. 1. 88) 


AME T (A) Br3E JA BJ t 26 ROG # s, ARTT 关系 。 

RTT 关系 的 重要 性 在 于 :iD) 它 给 出 了 量子 整体 转移 矩阵 
Tw() 的 矩阵 元 之 间 的 交换 关系 ;ii) 由 Tw (和 ) 生 成 出 系统 的 守恒 
量 。 将 (2. 1.88) 式 改写 为 


RQ — OTA DRA — и) = T.C) Tu Q) 


对 上 式 取 迹 ,得 到 


| rw CA), tw Cu) | = 0 (2. 1. 89) 
其 中 tw QE ХОУ | 
c (A) =їтТ Q) (2. 1. 90) 
将 r DORR 4 的 级 数 形式 (无 穷 级 数 或 有 限 级 数 )， 
r (Q) = > A "c, (2. 1. 91) 
Wi gi C2. 1. 89) 式 给 出 
[cns Cm] = 0 


XERE GUT RD ЭЖ S. ШЖ ЖЖ E udo i up ж 
c, (或 某 些 项 的 线性 组 合 ) 给 出 ,那么 其 余 的 с 是 系统 的 守恒 量 。 
这 里 需要 指出 的 是 ,如 同 经 典 情况 一 样 ,为 了 保证 Ty COR 
赖 于 时 间 上 和 均匀 收敛 ,对 某 些 物理 模型 需要 重新 定义 了 (AM)。 在 
构造 守恒 量 集合 时 ,有 时 用 tw CN) 的 函数 作 级 数 展开 ,以 便于 从 展 
开 系 数 中 确定 哈密 顿 量 。 下 面 以 NSE 为 例 作 具体 说 明 。 
首先 考察 由 (2. 1. 460528 HB LOO В Di 9, ~ АО 0, 
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5 gt — AV, 所 以 可 以 作 这 样 假设 ), 则 J — 1 + 070, — 1 + 
A, 那么 在 A 的 一 级 近似 下 ,有 


Lh) — L, GOL, (Go) 
1— Q+) 


1i- ay) 0 


2 


cA lH 2-0 
1+ A cq) 


=W, (À, и) 


上 式 具 有 对 角 分 块 的 形式 ,所 以 写成 
И, СА, н) 


= Block diag| 1 — ca + н), [W A, р) duas 1 + i SA cu 


] — Q 0 0 
ГИ, СА, и) dua 一 A 
cA 1+1 > 6А — и) 


(2. 1. 92а) 
其 中 LW (А, £0 jma 表示 И, (А, py) 的 中 心 块 。 类 似 地 , 对 
L.GOL,OOME A 的 一 级 近似 ,得 到 


W.Cn, À) 


— Block diag| 1 — za 十 ә, (СИ, Си, A) jaiay 1 十 1 Sa + р) 
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] — Za 一 и) cA 
ГИ, (и, À) doa 一 A 
0 ] 十 1 PES 一 pu) 
(2. 1. 92b) 
将 格 点 化 的 插入 点 由 N 变 成 2М,% 之 2N+1 一 L, ху = — L, 则 有 
L= AN, ЩІ, — оо 时 ,2N 个 Wi1(4, py) 的 乘积 是 发 散 的 (对 
И, Се, 和) 亦 如 此 ), 从 而 导致 TSOXP D (T GOT SQ) AB. 为 


TRUE T. COT GO TOT САТЕ, ER 
T. Q) Тус) >W (А, 407 ТуОА) Ту GOW,(, 4077 


Ту ТАСА) — МИ, Си, 27 Туси) ТУСАУ, Си, А) 


为 此 ,用 И, Си, A2 P Zg3€ (2. 1. 880 3X ,WACA, 10 "3E (2. 1.88) 
式 , 并 且 注 意 到 
RC — OW (À, D = Wg, A2R(OA— и) (2.1.93) 
可 得 到 
RQ — WW, A, DSTA T GOW,CG, 407 


= W, (и, À) N Тус) TOW: (из DIRA — и) 
(2.1.94) 
此 外 ,类 似 于 经 典 情 况 的 讨论 ,@, 的 边界 O... fI $, 是 发 散 的 
(L — co), 所 以 需要 重新 定义 


.AL „AL | 
T (À) = lime "Tp  (A)e'2 (2.1.95) 
л-+ 0) 


I — со 


H (2. 1. 94) 41002. 1.95) 式 ,经 过 简单 计算 ,有 
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R, Q — 5 TOO T Go = T Go ТОВ (А— и) 
(2. 1. 96a) 
其 中 
R, (А р) = Uz Gr, АККА — DUE (А, p) 
(2.1. 96b) 


АР, „AL, 
7+ (А, м) = limW, (А, р) (е 2 (g) eT?) 
一 > (2. 1. 97) 
.AL „АЈ, 
Uš (и, А) = иш (е 2° б) et i)W, (и, А)“ 
AD 
Loo 
为 了 得 到 Ra (4 一 н) 的 明显 矩阵 形式 ,首先 要 计算 UL (А, м) 和 
LE(，A)。 在 4 的 一 级 近似 下 ,将 М, СА, pj) 中 的 矩阵 元 写成 


TE 


iâ 
一 5 一 p) 0 
[W (à, 728 = exp A 
cA i — (À — u) 
2 
由 此 可 以 计算 出 
Wi A, 4)" = Block diag(e 0， [W (А, 4)" Ju, ec 和 or) 
e 16—012 0 
N — 
[W (4, 207 Jia = 2c ain A— py gia 0142 


А— и 2 
(2. 1. 98а) 


类 似 地 ,有 


Walp, А" = Block diag(e 9*9", [Was Ау, ex) 
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e icu 2e . À— А, 
ГИ, (р, А) а = А — А 2 


0 ei(^7 )1/2 


(2. 1. 98b) 
利用 (2.1. 98a) 式 和 (2. 1. 98b) 式 及 


1 


lim 


L—= оо 


et 0L —-Fixó(A 一 н) 


1 | Е 1 
Р дА н) = E e 
可 以 计算 出 


U# (A, р) = Block diag(1, [UF (A, и) La» 12,2 — 1.2 


€ — Ü 


1 0 
СОЕ (A, ш) Ја = | 1С 


Azpie ! 


| (2.1. 99) 

1 = ——— 

[UF Q, и) la = | = p Eae 
0 1 


再 将 (2.1. 99) 式 和 (2. 1.74) С А {К À (2. 1. 9600 XX, #535] fij 


单 的 运算 ,得 到 
1 
R, Q — н) = Block diag| P = [К+ Q — £0 Ја» Р z 
(À— +e) amie — 
[R, (À mn £O. dia — 1 
+ 1x6(À — р) À— u ie 
(2. 1. 100) 


这 样 ,(2. 1.96) 式 和 (2. 1. 1000 858 Y NSE H T ASE EC REL 
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的 交换 关系 。 将 T(4) 写 成 


АХА) Vc В+ (А) 
TA) = (2.1.101) 
V c ВХА) A* (А) 
(2. 1.96) 式 和 (2. 1. 100) Н: 
LACOD, ACGO ] = LAA), А? (и) ] 
= [В(Л), BD] = 0 
ACOB* (и) = 1 + 85 (2 A CA) 
ic 
BG) AQ) = (1+ = k) А0800) 
— —— < + 
BOB+ (и) = 1 + 二 于 [1 一 二 6) В“ (BC) 
+ 21A* (ADAADA — 40 
(2. 1. 102) 


显然 交换 关系 (2.1. ODRE À = u 时 存在 奇异 性 ,但 是 在 实际 使 
RB US A SÉ B IPSE. 
NSE BJ s dii Et nf DA АС) ЕЕ. ina Cn) 无穷 级 数 展开 ， 


InA A) = Ded” (2.1. 103) 


H (2.1. 102) 式 给 出 ДОА AGOR E JAM [cy с„ 1 = 0, AMA 
Ж, AOT AH d^ (х). ф(х) (ORE ZZ OR 


AQ) 2 1 =e | уау» < yet GG) 


+ (— с)? | dydy o < ux у) 
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А er ty (уф (уф Cy: 9 Cv) 
+ `° (2. 1.104) 
再 利用 (2. 1. 104) XT InA CO E JF, ЖЕН C2. 1. 103) AH К, 


C 


N= | Cr, Plr, tdr 


— х 


Р= | (Z! (т. tr, 1) —4* (x, і)ф, Cr, t))dx 
EM (2. 1.105) 


Сю 


H= | (d$ (z, Рф, Cr, z) 


— Ск 


ced? (х, 04 (х, Od Gr, OG, t))dx 


上 面 以 NSE 为 例 介 绍 了 由 RTT 关系 决定 的 量子 整体 转移 
和 矩 阵 的 交换 关系 和 由 此 市 得 到 的 守恒 量 集合 .而 且 尤 为 重要 的 是 ， 
通过 RTT 关系 可 解决 守恒 量 集合 同时 对 角 化 问题 。 这 就 是 下 面 
所 要 介绍 的 内 容 。 

(4) 守恒 量 集合 的 本 征 态 

还 是 以 NSE 为 例 ,介绍 构造 守恒 量 集合 的 本 征 态 的 主要 两 个 
步骤 :寻找 真空 态 和 构造 本 征 态 。 对 NSE ,由 (2. 1. 102) 式 的 最 后 
关系 式 可 以 看 出 ,B 和 呈 的 交换 关系 类 似 于 产生 算 符 和 漆 没 算 符 
的 对 易 关 系 。 实 际 上 ,可 以 通过 引入 


$00 = (2лАТ (А) А(А)) EBA) 
$ (А) = B*(AY(2xA* (ÀA3A(A) ) 17? 


再 利用 (2. 1. 1022 XXE TESI HH g M #' ЙЯ ЛЕША] RAS : 


(2. 1. 106) 
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LAA), PD] = [#' Q), ét 90] = 0 
[$00, $* Q0] = 8&(А— и) 


所 以 可 以 将 B+ 和 B 分 别 看 成 某 种 粒子 的 产生 算 和 从 和 漂 没 算 符 ， 
并 且 用 p 定义 真空 态 。 
wep r ELL, Lj, 工 过 0 的 情况 ,将 转移 矩阵 写成 
АСА) V c В+ (А) 
/Á/ c В, (А АЎ (А) 


(2. 1. 107) 


Т, (А) — ]im7 СА) = 
4А-=0 


(2. 1. 108) 


H NSE 的 РОА Е (2. 1. 47) HI RTT 关系 (2.1. 88) 3X 28 th BI 
需要 的 代数 关系 ， | 


ГА, (А), ALGO] = [Br (А), BEO] = 0 
А. (ВГ С) = o (À — B) Bf DALA + YQ — б) В} СА). АС) 


А GO Bi (и) = olu — А Bi GOALOD + Yiu — А Вг Q) Ar Си) 


(2. 1.109) 
其 中 
YA — gp) = iE с(А 一 y) si etk 
(2. 1. 110) 
定义 真空 态 10): 
B.Q5|0> = 0 (2. 1. 111) 


为 了 使 (2. 1. 111) 式 成 立 , 要 求 %zy 1) |0) 一 0。 在 这 种 情况 下 ,由 


(2. 1. 46) 式 有 ， 
1 i i cAdt 
L, CA) |0) — AA |0) 
0 1 十 1 一 
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(2 
| 1—i = CL, CL (A) 12, 
L,COL,QO 10 = | lo) 
‚ AA 1 2 
0 E ei 


以 此 类 推 ,2N 个 LOOSERUER SILIO Е. E= f858 RS. ААТ Ж 
证 了 В. (А) 10) = 0, FH RH 


2N 
A СА) |0) = 1 — 1 T |0) =e] 0) 
(2.1.112) 


АГ (4) |0) = Ё + К; œ е [0) 
假设 trT' COBRE 
Ау, c. А). = Ве (А) В (4,7 10) (2.1. 113) 
Жн, 56 3 BF, А Z А; 38 А (ЕН 2.1.113) E A 
Аз СА) |А, ++, АЭ. 
= (ao(à — А) BÉ ODALA + ZQ — А)В (А) А, (А, )) 
e Br (А) ВЕСА, 10) 
= с(А — А Jo (À — AO Ві (A Ві (А) А, (АВГ (Аз) «+ BE CA) |0) 
--Y(À— А )С(А, — А,) Ві (4) Bé СА) АСА) Ву (Аз) Вг CA |0) 
+ (о(А — ADYA — А) + Y( ADYA — ADOBE САД) Ву (А) 
e А, (А,В (QA... Ву (CA) 10) 
H (2. 1. 110) 式 容易 计算 出 
ОСА АУА AD БУА А) (А А) =Y CA А)0(А А) 
所 以 
ALGO) |À, +, АЗ, 


— — —— — —  .— a a e 
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= g(À — А, Jo lÀ — AD Bi CAO В CM) А (А) В СА) +. Br (A) |0› 


2 2 
+ У) – А) 04, — Вг Q2) Bé ОА) А, САВ XN) 
; j 


e Bé (А,) |0) 
按 此 做 法 ,继续 交换 A. 和 Br ,直到 Ac 作用 到 真空 态 上 ,最 后 
得 到 | 
А СА) |А,, +, АЭ. 
= AQ; А, °, А А, б, AA 


+ УЈАКА А, +, А) I] Ве сове Q)|O — (2.1.114) 


J 


其 中 
ACA; Ai e, А) = e ^. По — ÀJ 
i=] 
A;CÀ; л,, ***, А„) == М — А) Пс, E A)e "7 
r j 
(2.1.115) 
类 似 的 计算 可 以 给 出 


Аг Q) |А\, °... А), — A' (A; л,, .... А.) А, о... А), 


TASA SAP [[ Bi CB A) 10) 
j=1 £j 
(2. 1. 116) 
其 中 | 


A (А; М, +, AD = ez од — 2) 
i] 


ACA; А, s, AD = УСА, — А) Пг — де 
; j 


(2. 1. 117) 
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由 (2. 1. 114) 式 和 (2. 1. 116) 式 立刻 得 到 


trT СА) lA, °... А, 1. 


[ 


CA, (А) + АСА)? pu .... Àn >, 


(АСА; A s "tta, А„) ++ A' (А; л, "ts, А„)) là .... À, >L 


| 


+ УСД, А; А, ..., А, ) 


+ AA; А, ++, А) || BE (ДОВ CIO ^ (1.1189 
154 3 


显然 ,只 有 在 
ACÀ; A, t. А) = Л,(А; А, з, A) (2.1.119a) 
МАНЕР. A, n. ADU 是 tr 的 本 征 态 。 将 (2.1. 115) 式 和 
(2. 1. LIDIA (2. 1. 119a) 式 ,有 
i24 也 Y ССА; 一 u Atie 
е” = || ——— - H; Thi (2 1 119b) 


— 1С 


(2.1. 119b) RÆ À, j = 1, = nn 的 限制 方程 。 它 和 用 Bethe- 
Ansatz 方法 研究 周期 性 边界 条 件 下 玻 色 气体 所 得 到 的 约束 方程 
是 一 致 的 。 有 关 这 方面 内 容 , 将 在 下 一 节 介 绍 。 

通过 上 面 的 讨论 ,可 以 看 出 :由 (2. 1. 119b) 式 确定 了 А, +o, 
A, 也 就 确定 了 TL OO BEARES [As rns А), НАВ ЖАА E 
ACÀ; А, ts МЮ + A (А; А, rm А), В, [А n ADU ШЕШ 
T, OO HEN Hi BJ SRE ЕЖ Sr BJ НЇН] ДЕЛЕ ЖУ „ 

TRX L< оо 的 情况 的 讨论 之 后 ,转向 上 一 co 时 守恒 量 集 
合 的 本 征 态 问题 。 由 (2.1. 95) 式 和 (2. 1.108) 式 给 出 


AL AL 
TA) = lime ZT, (Ае? °3 (2. 1. 120a) 
L —= оо 
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写成 目 阵 元 形式 有 


А(А) = lime"^A, (А), B*(A) = lim B+ (А) 

| 一 全 (2. 1. 120b) 
A*(A) = lime "Ar (А), B(A) = lim B. Q) 

"8 SS 3 S BAIO = 0, 则 由 (2.1. 1122 I C2. 1. 120b) 
式 , 我 们 知道 АСА) |0) = 10)。 由 于 NSE 的 粒子 数 、 动 量 . 能量 是 
由 4(A) 生 成 的 ,所 以 要 构造 АС) F TES. KAF L < oo 的 有 
限 情况 ,假定 本 征 态 为 


[A А) = BT (А)--В* (4,010) 0.1.121) 
将 ACOTERISIC. 1. 121) 式 ,然后 利用 (2. 1.102) 式 (4 关 ри), Ж 
fF A 和 Bt , 则 得 到 DEM 


a À) — A. | 
ACA) |А, *°.. А.) = и — |А,, s.. А,) 


j=1 


(2. 1. 122) 


为 了 写 出 物理 量 的 本 征 值 ,需要 计算 InA4(4) 作 用 在 | 为 ,，…, ADE 
的 本 征 值 。 利 用 (2. 1. 10?) 式 给 出 的 | 


A B+ GD AQD = A HET BH (р) (29 д) 


有 
250 B* су АСА) — AQ)Bt DAA) PAW Aa- 
| ÀA—  ⁄+ ic — A + SA) 
аве 一 pr c) 98D 
| .9[A-— t c ic 
= i A — ки ]B* Go 


将 上 式 整理 后 ,得 到 
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9 + _ д А— + ic] p4 
二 [ln4(A)， B GO] = 433 In Р В+ (и) 


À — 
注意 到 c == 0 8, ГАКА), B* GO] = 0, 从 而 推出 


= 


[InACQD, B* (и) | = In ^ B'(p) (2.1.123) 


这 样 , 可 将 InACOTERISU |А, +, AD , (2. 1.123) 式 逐次 交换 
In4(A) 和 В+ (A), 7 = 1, e, и, 最 后 得 到 


1пА(А)|А,, ++, А,) 一 in| П ут 


j=l 


|À; Q8. А„) 
(2. 1. 124) 


将 (2. 1. 124) 式 两 边 同 时 对 А ' 的 无 穷 级 数 展开 ,不 难得 到 


н о qc)" — А" 
„1А, "ts Àn? = (— 1)” Pi — LT ***» А„) 


J=1 


(2. 1. 125) 
mi np 8 (2. 1. 1050 X R1 C2. 1. 1250 XA iH 
NIA, +, А) = n|À,, n А) 
PIA + S = 5А)! ЗАО (2,1, 126) 


H |à, .... À, ) = | 512) LT .... А„) 
j=l 


H (2. 1.126)з5&* ЖН. А, +, АЖА ЕА НАЛЕ А, +, А, 的 
“自由 ” 玻 色 子 , 其 中 久 ,，…, А, H Bethe-Ansatz 关系 决定 ,这 里 谱 
参数 4 具有 粒子 动量 的 意义 。 有关 它 的 束缚 态 能 谱 和 散射 等 问题 ， 
将 在 下 一 节 里 作 介绍 。 

本 节 将 围绕 着 QYBE 的 解 , 主 要 描述 量子 局 域 转移 矩阵 和 整 
体 转 移 矩 阵 的 基本 理论 。 在 这 一 部 分 内 容 中 ,初步 展示 了 RTT X 
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系 的 重要 作用 : 它 决 定 了 量子 可 对 易 算 符 集合 ,并 且 解 决 了 它们 同 
时 对 角 化 问题 。 当 然 RITT 关系 的 重要 作用 不 仅仅 限于 处 理 上 述 
问题 , 它 还 有 其 他 方面 的 重要 应 用 ,这 将 在 以 后 有 关 章 节 中 讨论 。 
此 外 ,用 量子 逆 散 射 方法 可 研究 许多 其 他 物理 问题 ,如 物理 真空 态 
和 激发 态 ,S 矩阵 及 关联 函数 的 计算 等 ,有 兴趣 的 读者 可 阅读 文献 
[1~5, 15]. | 
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为 使 读者 对 QYBE 的 物理 来 源 有 所 了 解 , 简 要 地 介绍 杨振宁 
教授 早期 的 研究 成 有 果 。 

QYBE 的 来 源 之 一 是 一 维 量子 多 体 问题 。 具 体 物 理 模型 是 具 
A S ЩН Ы ЕНА ХЕ ЕЕЕ ЈЕ: 


Б> 2 + 2c 2 9; m z) рб. ..., XN) — Ex, .°.., rx) 
I (2. 2. 1) 
其 中 c йр. PFE3)/ 83x & T 5 UK PI ER TRE; 
(D 玻 色 子 情 况 


系统 的 N 个 粒子 是 玻 色 子 ( 玻 色 气体 ) 。 首 先 考虑 N = 2 的 情 
况 ,然后 推广 到 任意 N 的 情况 。 对 两 个 粒子 体系 ,方程 (2. 2. 1) 的 
iR eR 8 ВГ 55 
ф(х, T2) = фоб 2,0062, — x1) + фаб, zj)0€m, 一 23) 


(2. 2. 2) 
其 中 98(zx) 是 阶 跃 函 数 。 对 玻 色 子 , 要 求 波 函数 满足 交换 对 称 性 , 即 
g Cn, ху) — ф(х, , xi) (2.2. 3) 


将 (2. 2. 3) 式 代入 (2. 2. 2) 式 ,得 到 
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Viz Gri» x) = due, x1) (2. 2. 4) 


H >, = x; 时 ,wzi， Z2?) 是 平面 波 解 。 注意 到 XQ, — X5 时 gn, 
x BJXEZETERI C2. 2. 4) 式 ,有 
M » 1.) = Aj, ein ty + Ае“ т 


Pa Cris xj = Agents + A, entien 


(2. 2. 5) 


将 (2， 2. DRIA ES BE XE PZ 71 fe (2. 2. 1), £8 SI BE Er E M k, 
1 — 1. 2 的 关系 : 
E = Ы +k (2.2.6) 


Щщ c > ОВ, (ху, х) ВН, 是 实数 ; 当 c 过 0 时 ,g(xi, ло) 
是 束缚 态 ,&, 是 复数 。 

下 面 考虑 х, = х, 时 由 6 РУДУ ВКЛ, [А 
心 坐 标 x 和 相对 坐标 у 


r= (z + m), у= m 
MU C2. 2. 2) 式 变 为 
plx, у) 一 egy) (2.2.7) 
Hpk = k, + k, (у) 
(у) = 0(y) CA, 627502 + A,,e C27»? 


+ 6( 一 у) (Ае 750»? + Ае! *)»/2) 


(2.2.8) 
Н, 81 (2. 2. 1) 式 要 求 (у) IE XE Z Jy TE 
2 
?| — 25 4- c8 |#Су) = E$(y) (2.2.9) 


TE y = 0 点 ,$(y) 的 一 阶 微 商 必须 满足 路 变 条 件 ， 
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260) | ƏéG) | _ | 
"зу he ду he c#(0) (2.2.10) 
从 而 有 
А» CY СА — А) _ ІД, kj) 
A.U Fia, TA) (2. 2, 11) 
其 中 
2v udi; — k) de 
AG; — kh) =+iln уру, (2. 2. 12) 
假定 粒子 在 (0, 工 ) 内 运动 , 波 函 数 具 有 周期 性 边界 条 件 ; 
JO, xs) = JL, х,) (2.2.13) 
将 (2. 2.2) 式 和 (2. 2. 5) 式 代入 (2. 2.13) 式 ,得 到 
А, = Алей, A, = Ае! (2.2.14) 


从 而 由 (2. 2. 11) 式 和 (2,. 2. 140 XAR Hi 
ee 
对 上 式 取 对 数 , 得 到 &; 满足 的 约束 方程 ， 
kL = 2mn, + 2,40, — k), п, 一 整数 (2.2.15) 
上 面 得 到 的 两 个 粒子 的 结果 可 以 推广 到 N 个 粒子 。 对 任意 N 
个 粒子 , 波 函 数 的 形式 是 两 个 粒子 情况 的 推广 


Plr +, хм) = Уф Uns t» TE rnm < хь) 
| E (2. 2. 16) 
ROG, < <, 0) = 000, 一 Zoo， 
是 1,…, N 的 某 种 排列 ，>， 是 对 所 有 排列 取 和 。 显 然 (2. 2.16) 
武 的 右边 一 共有 N ! 项 ， 由 玻 色 子 的 全 同性 ,要 求 
Pris +++, жм) = ф(хл,, ct. Tyus Ti) (2. 2.17) 


)06r, — х) » Pi Рм 
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将 (2. 2.16) 式 代入 (2.2.17) 式 ,有 
VN (T; + ttt. TN’ х1) — d. м C ni, .... ry) 


Ф... му Ж», t, Хм» T1) = d утэ С; „ *°°°› Ху) 


VON DN 1. (N—2) (22, ttt. ENS x) = PNN- CTS ..., Хм) 


考虑 到 这 一 结果 E BR ó, o, H3] Bethe- Ansatz 是 


N 
Ppi pN ОХ! a "** a. XN) — S A,A. s exp {і > Ik, z) 
p j=l 
(2. 2.18) 


在 区 域 Хр €t ру < хрр < *** < рм 和 Lp ott < Хра) 
«Cay; < *— < лк, 考虑 由 6 函数 引起 的 跃 变 。 H (2. 2.18) 式 给 出 


Ppp epN Сз „ °**, ху) 
= > I A.P о+› мехр Grp + + 
p 
+ Ёру REycgepoZXegep dcn + ЖЛ) } 
Фр реј Sp СХ э ..., хм) 


= > AA... ож exp Gin + Ай 


P 


类 似 于 两 个 粒子 情况 ,对 zw 和 z, 取 质 心 坐标 系 , 然 后 计算 波 
函数 的 导数 在 zw 一 cuoco 点 的 路 变 , 得 到 系数 А 的 关系 式 ，: 


iACR 


= e pOUtl ty (2. 2. 19) 


А pi pipat 1). PN 
А pip 1) 2р рМ 


在 (0, 工 ) 区 域内 附加 上 周期 性 边界 条 件 : 
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yO, Хән‘, ху) — GL, X25 *** , хм) (2. 2. 20) 


则 由 (2. 2. 160 АЖ (2. 2. 200 Н: 


Q. CO, o `... XN) = Pani СГ, 25 "t =N) 


(2.2. 21) 
BR (2. 2. 18) 式 代入 上 式 , 有 
A, р = Ap pup E ә” (2.2. 22) 
另 一 方面 ,(2. 2. 17) 式 给 出 
А.р = App py p, EXP AR, 一 k, )} 


= А, р pov EXP GM, — k, ) + AME, — k, ))) 


N 
= + = А, ш» exp{i AG, — b) (2.2.23) 


1961 


比较 (2.2. 22) 式 和 (2. 2. 23) 式 ,并 且 令 pi = i, pi = j, 得 到 
её == exp {i 3240, — ki) ) (2. 2. 24) 
x ExXBOSPÉCL E E; i = 1,，… ,入 ,满足 的 约束 方程 
kL = 2mn, + aG, — ki), n = (2.2.25) 


这 里 需要 指出 的 是 ,由 定义 式 (2. 2. 12) ,可 以 将 (2. 2. 24) 式 写成 
N k, — Ë, + 1С 
бОЯД р kic 
N >n, 则 上 式 就 是 $ 2.1 中 NNSE 的 限制 方程 (2.1. 1192). 事实 上 ， 
EACE. 2. 1) 的 二 次 量子 化 就 是 量子 NSE ,所 以 物理 结果 
应 该 是 一 致 的 .从 而 也 可 以 看 出 ,这 里 所 使 用 的 Bethe-Ansatz 方法 和 
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前 面 所 使 用 的 量子 逆 散 射 方法 所 得 的 物理 结论 是 一 致 的 。 
类 似 于 两 粒子 情况 ,系统 的 动量 和 能 量 由 下 式 给 出 : 


N N 
Р = >, Е = i > (2. 2. 26) 
j- j= 


Е А, 由 (2. 2.15) 式 决定 。 

F IL XT SEIE, BX SPF JE IB И А =Ë WJ Ж ЖС Ж {ЕТЕ P. BJ 
描述 。 

D 束缚 态 能 谱 。 当 耦合 常数 c<0 时 ,体系 处 于 束缚 态 ,& 是 
ECO EB: B.E Z k. HL y. X) = 0, H AG; — 
k) 的 定义 (2.2. 12) 式 可 以 看 出 ,如 果 (e n, 是 方程 (2. 2. 150 0] 


解 ,那么 Ur Yn, 也 是 方程 的 解 。 同 时 还 要 求 总 动量 已 = > k JE 
实数 。 例 如 , N = 28, k, =a +ib, Б> 0,5% А, = a — ib, 


由 约束 方程 


这 了 — 2b + c 
2b — c 


容易 看 出 , 当 z 一 co 时 ,ewz — 0, ATIA b =— £, ЕИ 


___ 1 2 ___ 1 2 
E = 7 > € 
Я —*/4 是 束缚 态 能 量 。 对 任意 N, 世 一 co 时 ,有 
k = 5 + FN— +D j=l N (2.2.27) 


Ep k = > 是 总 动量 。 当 c < 0 时 为 束缚 态 


N N 
E= > = XN + ION + DGo - je | 


J=1 


= — — —N(N: — pce (2.2.28) 


—— —— — ————— M — ———— — ———— ыш 
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这 里 要 指出 , (2. 2. 27) 式 所 示 的 “ 弦 假 设 ”, 只 是 一 种 可 行 的 方案 ， 
并 不 一 定 有 唯一 性 。(2. 2. 28) 式 右边 第 二 项 就 是 N 个 粒子 的 束缚 
态 能 量 。 

2) ВЯТКЕ. 4 c> Ов, эк 6 ЛЬНА , 称 为 玻 色 气 
体 。 系 统 的 波 函 数 是 每 个 粒子 的 平面 波 合 加 ,要 求 《, 2 — 1. …， 
N 是 实数 。 首 先 考 察 两 个 粒子 情况 。 在 z, < <, 区 域 , 波 函数 由 
(2.2.2) 式 和 (2. 2. 5) 式 给 出 ,写成 ， 


JG, х,) = Apl екю 十 Аа ана 
Аһ 


假定 ki > k,, ШЕ L — оо 时， exp {1 (kz: + kax) } Ж exp(i(k,>, 
十 х) ) 分 别 是 粒子 的 入 射 波 和 出 射 波 ( 如 图 2.1 所 示 )。 


ki kh. k; Ë, 
一 关 一 一 一 一 :一 一 —MX— > 一 
x, Ty Xi х: 
入 射 波 出 射 波 
2.1 
两 个 粒子 的 散射 振幅 为 


_ A, _ iG — А) — c 
50, k) — A — Te (2. 2. 29) 


exp(iCEez, + Ex; 十 Rsz) fl exp (i(&,z, + х 十 AZ) 描述 ， 


пр 2.2. 
ki 2, Ёз ks Ë, k, 
C—O 
X1 L2 Ti Ti T. +з 
入 射 波 出 射 波 


en 
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相应 的 散射 振幅 为 


A 
SOS. h. k) = 220 


123 


№ Аз. $l A Н POR RIO :一 个 是 先 交 换 1 和 2. oK 225 A 3, 
最 后 交换 2 和 3, 即 


Аза = Ss, Ё.) Аз = SG; ESOS, EO A 
= S (kz, ki)S Cka, EOS US. ED Ау 
另 一 个 是 先 交 换 2 和 3, 其 次 交换 1 和 3, 最 后 交换 1 和 2, BI 
Азу = SS, E Ag = SOS. E,)S(h,, b.) Ад» 
= S(Ë,, ka)S (А, ki)S Cka, ki) А» 
比较 这 两 种 交换 方式 ,有 
S(k,, А.) GG, ESOS, А.) = SOS, Ё,)5(Ё;, kOS OS, ki) 
(2. 2. 30) 


(2. 2. —— T" (2.2. 30) 式 虽然 是 恒等式 ,但 它 实 
际 上 是 QYBE, KAR S 不 是 殷 阵 表示 。 在 第 二 部 分 内 容 中 ,将 $ 
推广 为 矩阵 形式 (S 和 矩阵 ), 由 这 种 交换 方式 不 同 而 给 出 自 洽 条 件 
就 是 QYBE。 由 上 面 的 讨论 ,得 到 三 体 散 射 振幅 


© (Аз, А, ki) = 5(АЁ;, Ё,)5(А,, ki)S (kas ki) (2.2.31) 
它 是 因子 化 的 , 即 是 两 体 散 射 振幅 的 乘积 形式 。 推 广 到 N 个 粒子 ,有 


A 
S (As; ..., k) = A. Lo ПЕ Ё;) (2. 2. 42) 


3) 物理 基态 和 低 激发 态 。 首 先 考 虑 约束 方程 (2. 2. 25)。 当 
k — ОВ, ЛСР) Е k = 0 的 两 边 有 27 的 跃 变 。 由 此 ,将 A(k) 
重 写 为 
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7. < 0 
Л(А) = 0(Ё) +] (2.2. 33) 
— х, Ё 0 
其 中 
— —— 2,7 5, |@| < x (2.2.34) 


将 (2. 2. 33) 式 中 的 跃 变 部 分 吸收 到 2хл; 中 , 则 (2. 2. 33) 式 改写 为 


N 
kL = 2x1; + > )Ө(Ё;— k), = 1, +, N (2.2. 35) 
ГЕ 
其 中 


1, = P" N 一 奇数 (2.2.36) 


шс oo MO -> 0, БАЙ k, — FLERE i A BE Z b, 
否则 ф(хт\, +, жу) = 0, 所 以 要 求 I, = 1, (1 = J)e 一 般 可 选择 


一 N — N — 
r= u =- NI. — l m, N=, 
粒子 占 满 量子 数 了。 
由 (2. 2. 35) 式 给 出 
ka = = | Улов, d) — Уе, — |+ Z 
perra 
(2.2.37) 


注意 到 & — boc L^! , ШЕ 
eO) = Y LG, — ki) (2. 2. 38) 


E L — oo 时 是 连续 有 界 函 数 。 在 物理 基态 时 ,假定 & 的 取 值 范围 
限制 在 “ 费 米 表面 *[ 一 Xk，kr] 中 ,在 dk 内 的 粒子 数 密 度 为 


LeGOdk.3t B, L = oo, М — cc 时 ,粒子 数 密度 D — F 有 限 , 有 
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Ар 
p= | о(&)дЁ (2.2.39) 


基态 能 量 密度 


e — £ = КОТ (2.2.40) 


相应 的 方程 (2. 2. 37) 变 为 积分 方程 


2xp(k) = 1 + [Ka — рәр dk! (2.2.41) 


其 中 


d0(E) 2 
Кою = ар = Tr 


(2. 2. 42) 


M 9 给 定 后 ,原则 上 可 由 (2. 2. 40) ЖП (2. 2. 41) 式 确定 Ë, 和 
p(k) ,从 而 确定 基态 能 量 密度 C, 

在 上 面 讨论 的 基础 上 ,考虑 单 粒子 从 基态 “ 费 米 面 ”* 上 的 激发 。 
当 从 基态 激发 出 具有 动量 的 粒子 ,同时 在 基态 量子 数 了 中 产生 
S RACE EA kno AX BF,“ ЖЖ FE 
+ q; G = l, ...., — 1) 所 满足 的 约束 方程 是 

q ,L = 2х1, + 2,0; — Фф) + 0(k, — q0 — 00. — д) 

(2. 2. 43) 

1 (2. 2. 43) 3X fl C2. 2. 35) 式 相 减 ,得 到 


(9; 一 kOL = DLO; — q;) — 0(k; 一 ki) | 


+ 1 CA — 9;) — Olki 一 qi) 
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№ L — со, (g, — B) L — wk), 则 这 个 方程 转化 为 积分 方程 


(В) = [ке рур — wk) pk dk 
—& 


+ 0G@, — k) — Ob, — Ë) 


Нај А F(b)= x (#)o(k), HJ wGO3E (2. 2. 432 X5, 4831) F GO DUE 
的 积分 方程 : 


is 


2xF(k) = 00) + | K(k — P )xo(k)o (k dk 
—k 


= | K(k — KFK dk! + 0, — k) — 008 — №) 
(2. 2. 44) 
ЖУ K F$ 
kg 
; ,~ dk’ 
К.С) = | K(k— GQ (2.2.45) 


Жн СОЕ) k BJ ES ЖС, HAH 


d£' 


ӨСЕ. — k) — 060. — k) = |» 


k, 
= |K — k)dk' 


k, 


= ЕС — du 


可 以 将 积分 方程 (2. 2. 44) 改 写 为 
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名 


a K) Fo = |К) E (2. 2.46) 
Ë, | 
上 式 的 解 为 
Ë, 
F (k) = Ja — K>''!K(k — k') 2 
kp 
£, 
= |, 2E 
其 中 


LG, В) = Q — К). КО В) = УК". КО — F) 
п = 0 


& . 
= K(k — k') + | A KG — RIK k — Е") + +> 
_ 


(2. 2.47) 


上 面 所 做 的 仅 是 准备 工作 ,目的 是 确定 激发 能 量 。 激 发 能 量 
E. 为 
E, = kj — ki + lim > (q; — k?) 


利用 
. . (9; — k,)(q, + k; ) 
S cg — k?) = ууй A T Cki — k; 
lim LG k) = lim g p “е^? 


~ di | JoCb 2 AR. 

lim 2j 2E Cki) gt АДА, 
kg 

= | зь сак 


—Ёр 


可 以 得 到 
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E. = Ë — k + | 2kF (k)dh 


Ë, by 
9 2 dk’ { 
= 6 — t | sz | 221.0, k')dk (2.2.48) 
Ë ёр 


下 面 的 问题 是 计算 出 上 式 右 边 的 积分 。 为 此 ,引入 函数 EGO ЕЕ 
积分 方程 


e(k) = k? 一 m + | КО — k&')e(À ) (2.2.49) 
的 解 。 其 中 us ВЕ, НОЕ el RO = 0 来 确定 。 把 (2.2. 49) 
式 对 4 微 商 ,然后 对 积分 项 分 步 积 分 ,容易 导出 


de(k) 
dk 


= 2k + [: dE K (k — P) 86002 


对 上 式 进 行 逐 次 迭代 ,得 到 
ао y 
= 2k + | EWK — E) 


de(k) 
dk 


kp 
d£'d£" 
J ту? 


F 


将 这 个 关系 式 与 (2. 2. 47) 式 相 比 较 , 有 


十 КОБ — ROKR — Ё") 十 


E _ de(&) 


OF 


再 将 (2. 2. 500 À C2. 2. 48) 式 ,最 后 得 到 
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Ë 
E = b: — + [5E — 2k |a 
Ë, 


= e(k,) 一 &() (2.2. 51) 


因此 ek, I e Cen) ЖЕЙК FA DE REOR ЛСТ E 
能 量 。 它 们 由 能 谱 积 分 方程 (2. 2. 49) 式 所 确定 。 

“ 上面 仅 是 对 零 温 度 下 体系 的 能 谱 问 题 给 出 简单 的 讨论 ,更 多 
的 内 容 , 特 别 是 在 有 限 温 度 下 的 热力 学 方面 的 内 容 , 可 参阅 有 关 原 
始 论文 [3~7, 10], 

形 如 (2. 2.1) 式 的 一 维 多 体 问题 等 价 于 非 线 性 薛 定 廖 方程 的 
量子 场 论 ,具体 证 明 可 见 本 章 附 录 。 另 外 ,类 似 的 Bethe-Ansatz Zh 
可 用 于 带 质 量 的 Thirring 模型 , 见 附 录 。 

(2) 费 米 子 情 况 

在 玻 色 子 情况 时 , 波 函 数 中 的 坐标 和 动量 是 在 同一 置换 P 下 
进行 排列 的 。 而 对 费 米子 ,情况 是 完全 不 同 的 。 杨振宁 教授 给 出 波 
РА ЖЕН Bethe-Ansatz 是 


N 

ф(т\, e., XN) == > Apr(Q)exp (i > ,Apiroj Oxo 二 XQ.) 
Q, P j=1 

(2. 2. 52) 


Ep P = PeP, О = QQ 1, ++, N 的 某 两 种 排列 , 2, 


是 对 所 有 Q, P 的 排列 取 和 。 对 给 定 的 QQ@, P 的 一 种 排列 顺序 , 则 
确定 了 Ap(Q@) 的 一 个 元 素 , 这 样 的 元 素 一 共有 N! XN! 个 ,所 
以 可 以 将 Ap(Q) 写 成 N! X М! ERER. 

类 似 于 玻 色 子 系 统 的 讨论 ,首先 考虑 由 6 函数 引起 的 波 函 数 
的 连接 条 件 。 选 择 两 个 区 域 : TQ, «e < To, < XQ < < Хо, 
和 tQ, <. < хо, < хо < *** < хор» 并 分 别 记 为 区 域 I 和 区 
域 工 。 在 这 两 个 区 域 的 波 函 数 由 (2. 2. 52) 给 出 
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[Cr е, ж) = У [AsQDexpli Ce + G, + Ё Эх 


P 


+ n Kp y Toc 


+ Ap (QDexpliC- + Grp, + Ёл 


i DIM _ kp) y + PE 
ES 
pr (zu rt xx) = У) {Ar (QD expli Ce + (kp, + Ёр) 


P 


— lh, — ke)y + n2] 


+ Ap (QQ'Oexp (iC + (kp, 十 рр) 


+ ва 一 如 3 e) 


G1) 


| (2. 2.53) 
其 中 ,z у 分 别 是 质心 坐标 和 相对 坐标 : 


1) GT 


z = LG, + zo ), y = zq — q, 


Q' = С), ба), Ө, Р' = Р, РР ЕРУ, ibi 表示 9 和 


g 中 相同 的 项 ，y\ ЖР, 和 Puro 的 交换 之 外 的 所 有 排列 取 
和 。 在 zo = roseo 时 , 波 函 数 要 满足 连续 条 件 和 导数 婚变 条 件 : 


9, 9d 
d у—о di усо’ ду 2o ду |, фт y-0 


(2. 2. 54) 


将 (2. 2. 532 4 A (2. 2. 52) 式 ,得 到 


" HE анаа ILS QYBE 的 物理 起 源 
А) + Ae (Q) = А00) + Ae (Q') 
T rac — kri) Ae (Q) + А609) — Aj (Q) (2. 2. 55) 

— Ap(QU) = (А09) + Ap QQO 
引入 交换 算 符 Pb， 使 得 

P. (QQ Qu, Әк) = Q9 Qn 
从 而 有 
Ar (Q) = P, A= (Q), A&QU = РА) 

将 这 个 结果 代入 (2. 2.55) 式 ,可 解 出 : 


1 СЁР ату 
1(kp 


— kre Pius +c 


A (Q) = TY. 


Ар (Q) 


GT 15 


&{=а,‚,{-+ 1=Ь,гр = Р,, у = P,, 则 上 式 写成 


А... (Q) = Y A..,.. (Q) (2. 2. 56) 
其 中 

1(Ё,— kPa 十 < 

i(k; — ki) — с 

E (2. 2. 56) 式 可 以 看 出 ,YY% 的 作用 是 交换 4z(Q) 的 尸 的 排列 顺序 
(由 指标 ji nir OI Q 的 排列 顺序 (由 指标 ab 标记 )。 为 使 得 各 种 
交换 结果 是 自治 的 ,YY 不 能 是 任意 的 , 它 必然 受到 某 些 条 件 的 约 
束 。 这 些 条 件 来 源 于 :i) 用 YY 从 左边 作用 到 (2. 2. 56) 式 的 两 边 。 由 
ТҮЗ A.i (QE ALL (Ө), ТЫК УРУНА ЯА; Н) 
O YYA YYZ 4r(Q@Q) 的 作用 的 差别 是 ,一 个 是 先 交 换 Q 排列 中 
的 с, d ,然后 再 交换 ae、28; 另 一 个 恰恰 相反 ,所 以 当 c,d а, 5 3] 
不 相同 时 ,两 者 对 Ap(Q@) 的 作用 是 等 价 的 。 考 虑 P 和 QQ 的 三 个 指 
标的 交换 ,例如 ,从 Aca (abc) 到 А, (abc) 的 交换 过 程 ,交换 方式 一 


Үз = (2.2.57) 
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共有 两 种 ,其 一 是 
Ar; (abc) 一 ҮА (abc) = ҮҮ А jir (abc) 
一 Y4YAY 5 А; (abc) 
其 二 是 
(abc) = Yr A,;Cabc) = ҮКҮ + А; (abc) 
= ҮКҮ ҮА» (абс) 
自治 性 要 求 这 两 种 交换 方式 是 相等 的 。 通 过 以 上 的 讨论 ,得 到 Y 
所 满足 的 自治 条 件 : 


Ү ҮЗ = (2.2.58) 
YŻY = YZY! a,b,c, d 互 不 相等 (2. 2. 59) 
үзүхуе = YSYRY% (2. 2. 60) 


这 就 是 杨振宁 教授 (1967 年 ) 给 出 的 原始 形式 ”。(2. 2. 58) 式 称 为 
么 正和 条件 ,(2. 2. 60) 式 称 为 QYBE。 和 需要 指出 的 是 ,由 (2. 2. 57) 式 
给 出 的 Y 算 符 满足 (2. 2.60) 式 。(2. 2. 59) 式 是 显然 的 ,因为 当 a, 
b. с, d 互 不 相等 时 , РФР“ = P^P^, 其 余 两 式 的 验证 不 在 这 里 
给 出 ,在 以 后 的 章节 中 ,将 对 Q YBE 的 解 作 更 系统 的 讨论 。 

Y* 的 物理 意义 是 非常 明显 的 ,例如 对 两 个 粒子 体系 ,A21(12) 
= YB2A1s(12), HA YLEI ER. XN > 2 的 多 粒子 情况 , 散 
射 矩 阵 可 因子 化 为 两 两 散射 矩阵 的 乘积 ,这 和 玻 色 子 情况 是 非常 
类 似 的 。 

类 似 前 面 对 玻 色 子 的 讨论 ,下面 介 绍 在 周期 性 边界 条 件 下 , 动 
量 k 所 满足 的 约束 方程 , 将 波 函 数 (2. 2. 52) 式 代入 周期 边界 条 件 
(2. 2. 20) 式 ,不 难得 到 


Ap p. (QiQ,-- QV) — e"r,^ Ap ip p, (Qui QuQU 
(2. 2. 61) 
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S Pi,…, Pe = j, 1，…， J—1,JjJ+ 1, ++, N, 并 利用 
Aj..g-bogsp«N(QiIQz QU) = YHY2 YETKA (Q) 
А... дром; (Q, RNQ) = PaPe Peon_ DN Y M U D 
КҮЗҮ Ye ASQ 
则 由 (2. 2. 61) 式 得 到 
eA (Q) = Уу Ву РУКИ OPacowt 


M PaPa Y EYY UZA, (Q) (2. 2. 62) 
引入 
X; = P4Y? (2. 2.63) 


直接 计算 有 : 
Xi Ka Ху; |), 
— РҮҮР»Ү Pu u; YG D: 
一 Pu jPi "Pag vwY2 e 
*Pá-psg-oYó-5; YG D: 
— Po- 5; P g- 2)(j— pPg- DYI 72) Pj- nYi D. 
° Р,;- 3) (7 一 „е3 7 PYER PYT 
= t = P n Pupu P, P i; Yi; ТОСУУ 
类 似 地 
Xato gto Xu; = YUID- „У-у G D 


° Р‹у—уум*** PoopsgenP ory 


从 而 得 到 
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Kv or Xn X XX g-o) = e*i A (Q) 
(2. 2. 64) 


这 就 是 &; 满足 的 算 符 方程 。 当 P. = 1 时 ,粒子 交换 是 对 称 的 ， 
(2. 2. 64) 式 晓 化 为 (2. 2. 24) 式 ,给 出 玻 色 子 情况 。 当 P= 二 一 1 时 ， 
粒子 交换 是 反对 称 的 ,描述 的 是 费 米子 。 但 是 ,由 于 Y3 二 一 1, 导 
OSEE ri = x;G 75 D Rb Gn. xx = 0, ЖАНА Н 
费 米 子 系统 。 所 以 考虑 相互 作用 时 ,必须 选择 已 的 高 维 表示 。 这 
时 ,方程 (2. 2.640 fe k; HJE RENT FE METT TEC. 2. 64) ,也 就 是 将 方 
程 左边 对 角 化 。 

下 面 考虑 自 旋 1⁄2 的 费 米 子 系统 。 波 函数 按 置 换 群 的 不 可 约 


dom К = [2, P7" ]| м< F| 来 分 类 , P. € R. кз 
为 R= [N 一 M, М], 一 Pa € 开 。 对 民 ,(2.2.64) 式 变 为 

Хо 2 NX = 4$ (2. 2. 65) 
一 般 来 讲 , 方 程 (2. 2. 64) 802. 2. 65) 所 确定 的 {4%;}) 六 ,是 不 同 的 ， 
但 物理 上 要 求解 是 唯一 的 ,所 以 这 两 个 方程 必须 相同 , 即 要 求 

o; (R) = (К) 

其 中 ос; = exp{ik;L}) ,杨振宁 推广 了 自 旋 波 的 Bethe-Ansatz 方法 ， 
Уг | Yang-Bethe-Ansatz 方程 : 


M; | 
an H ik ДЮ 0/2 00 ... 
е = П i(k; — Ap - — A + c/2 (7 = ], ‚ N) 


N ik Ду—с/2_ dpi — AD с ， _ 
П GC A+ 42 H кало е (a = 1, 0, M) 


ј=1 


(2. 2. 66) 


这 个 方程 组 决定 了 参数 组 (Л, US. ARC. 2. 66) 式 的 连 
续 化 及 相应 的 能 谱 问 题 ,这 里 不 作 介绍 。 
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结束 本 节 之 前 ,有 以 下 两 点 说 明 : 

1) 通常 文献 中 QYBE 的 写法 与 (2. 2. 60) 式 的 写法 不 同 。 为 
了 所 用 的 标记 方法 一 致 起见 , 取 a 二 1,b= 二 2, c= 二 3, h — k =u, 
Ё, — Ё, =v, k, — k; = u о, $ 


R, G) = Y (2.2. 67) 
| (2. 2. 60) 式 可 以 改写 为 
R G) Ralu +u) Raw) = Raw) Riu +o) Ralu) 
(2.2. 68) 
这 就 是 现今 文献 常用 的 写法 之 一 。 相应 的 QYBE 的 解 (2. 2.570 X 
改写 为 ， 
Ё (и) = }(и)(с — iuP), (и) =— C + iu)^! 
(2.2. 69) 
另 一 种 最 常用 的 写法 是 ,通过 定义 
Ru) = РЁ G) (2. 2. 70) 
则 (2. 2. 68) 式 改写 为 
Ro GO Ru + v) В, (о) = R, (0) К,, Си + vR Cu) 
(2.2.71) 
相应 地 
Ru) = Р (и) (и +icP), fu) =— ifu) (2.2. 72) 
(2.2. 71) 式 就 是 $ 2. 1 中 的 (2.1. 84) 式 。(2. 2. 69) 式 和 (2. 2. 72) 
式 是 QYBE 的 有 理解 的 不 同 标记 形式 。 
2) Yang-Bethe-Ansatz 方程 (2. 2. 66) 式 可 以 通过 RTT < £ 


而 得 到 , 现 简 要 说 明之 。 利 用 (2. 2. 63) 式 和 (2. 2. 57) 式 可 将 zx, 
写成 
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Ж; = а(Ё; 一 kj) + blk; 一 k) P; 


(2. 2. 73) 


alk) = b(k) = 


Ë 1С 
Ë -+ ic Ë 十 tc 


(对 z, (2. 2.57) 式 中 的 Р, 一 一 Р, € R), 对 于 自 旋 1/2 的 费 米 
子 体 系 , 忆 可 写成 


Р„= +Q + оу) 


其 中 5 = (ao P, 0) BWAR. 5| 2 — EAR BD = |a] V , =E X 
LÁ&) 一 a(R — k) + b, — OP, (2. 2. 74) 


其 中 , P; = (0-290;-0/2, TÉ V EB92 x ЕЕЕ. H L; (А) 
定义 
Tw(k) = LG La (k) (2. 2. 75) 


引入 L, GO T. GO BS H BJ E А T 389 (2. 2. 65) 式 的 左边 对 角 化 ， 
为 此 首先 建立 Tw (8) 与 它 的 关系 。 在 辅助 空间 VY 上 对 Tw GOD 
迹 , 并 且 利 用 L ,(k;) = Pirs P, L;(R;) 一 ХР», 从 而 有 


ЕТ) = t GL; 1 CROP;L a Gp Lu (hD) 
= т (Ру (k LG) Е-Е) 
= (Хр КА Хуу Ху, Р) 
再 利用 trP 二 1 可 得 
trT y CR) = X'+ Ха, Ху, XI oo 
从 而 约束 方程 (2. 2. 65) 变 为 
(trT' 5 CE,))$ = $ (2. 2. 76) 


由 此 可 以 看 出 ,只 要 将 trTw (h) 对 和 角 化 , 则 可 以 确定 yj。 将 
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(2. 2.74) 式 写成 矩阵 形式 
]—14 !|$j 一 1 !$; 


L Gu) = fu) | 
и f | — iw S} l+ iz 1S; 


u =— | - +-у|, feo = — 
S: = 10, St = L (S: +151) 
J 2 1% J 2 J 


它 和 XXX 模型 的 L, CAFE Ec RB TB Ig] BE zÑ , PT b) E d^ ER IPS AE =) 
域 交 换 关 系 。 虽 然 在 L;(%) 中 存在 依赖 格 点 BS k 1H КОЁ — А) 
与 有 无关 , 即 对 所 有 格 点 7 的 RE — k) 是 相同 的 ,同时 注意 到 
Tw(k) 和 整体 转移 矩阵 的 差别 仅 是 排列 顺序 不 同 ,而 这 并 不 影 啊 
RTT 关系 ,所 以 对 Tw(%) 仍 有 


RG — k Tulk) Ту) = TRO T&OORG — P) 


(2.2.77) 
其 中 RG EBA Ul FE SA: 
1 
BOR — В) а(Е — &') 
КБ #') = 
a(k — k) BG — k) 
(2. 2. 78) 
INL — ic u k —– Б! 
alk hk) В ы ү 
Tsk) 5RR 
A(k) BO)? 
T. (Ë) = | (2. 2. 79) 
C) Ро) | 


FÉ 
P———— MG [rr a UrTrrsr nm nn E rr: 
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则 由 (2.2.77) 式 一 (2.2.79) 式 给 出 所 需要 的 部 分 交换 关系 
[B(&), B(&'5)] = [CK), С) | = 0 
AGO B(R) = olk — EF)B(R )AQ(Q)D + Yk — R&')BGDOA(Q) 


D(&) B(k' ) = olk! — b BG! )DO) + УС — E) BUOD(GP) 


(2. 2. 80) 
其 中 
olk — k') = B^ — k) = — 
| (2.2.81) 
Y(k — В) = В — kalk — 0) =— 41—g 
选取 
0) = @|о›, 10), = М (2.2.82) 
{Н 18 05 |0) = 0, 将 TK GOTERISI [ORE EE E 
N 
C(k) |0) = 0, A) |0) = |0), р) |0) = Шет s | 10) 
(2. 2. 83) 
假定 trTw (8) 的 本 征 态 为 
é = B) BG) |0) (2. 2. 84) 


将 trTw(%) 作 用 到 (2. 2. 84) 式 ,类 似 对 NSE 的 作法 ,逐次 交换 А 
я B, D fl B, 不 难得 出 trTw(k) 的 本 征 值 (4%) 为 : 


E(k) = ПЕ 一 v) + I DPI Те. — k) 


a=] 


(2. 2.85) 
相应 的 限制 方程 是 


一 
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е — Ug) — 一 II ECT е» — Va) 


85а 


(2. 2. 86) 


考虑 到 (2. 2.76) 式 , 取 & 一 上 &, 则 (2.2.85) 式 右边 第 二 项 为 零 ,而 
左边 E(k) = u; = exp {ik;L}. MATI (2. 2. 85) 式 和 (2, 2. 86) 式 写 为 


8=1 j UB 
м (2. 2. 87) 
TT 2° + іс IT = t 
P k; — v, а V. Ug + с 
将 上 式 中 的 ve 取 成 
v, = Aa + ic/2 (2.2. 88) 


则 这 个 方程 就 是 Yang-Bethe-Ansatz 7; ££ (2. 2. 66), 
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的 二 维 精确 可 解 模型 


统计 力学 中 的 第 一 个 二 维 精 确 可 解 模 型 是 Ising 模型 
(Onsager ,1944)。 其 他 的 二 维 精 确 可 解 模型 有 冰 模 型 (六 顶 角 模 
型 ,Lieb,1967)、 八 顶 角 模型 (Baxter,1972) 和 Potts 模型 (Zx 模 
型 ,Temperley 和 Lieb ,1971;Baxter.1973) 8 , 求解 精确 可 解 模型 
的 基本 思想 是 :将 求解 系统 的 配 分 函数 转化 为 对 窍 阵 的 迹 的 运算 ， 
然后 解决 该 窍 阵 的 对 角 化 问题 .在 处 理 和 矩阵 的 对 角 化 问题 时 ,采用 
的 基本 方法 是 早期 的 Bethe-Ansatz 方法 和 后 来 建立 的 量子 道 散 
射 方法 。 本 节 主 要 介绍 在 精确 求解 顶 角 模型 时 ,由 巴克 斯 特 建立 的 
星 - 角 关系 (star-triangle relation), 

星 - 角 关系 是 建立 在 对 八 项 角 的 研究 基础 上 。 为 简便 起 见 ,这 
里 以 冰 模 型 为 例 介绍 星 - 角 关系 。 星 - 角 关 系 是 二 维 格 点 模型 的 普 
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遍 规 律 , 不 同 的 模型 ,差别 仅 在 于 其 解 的 形式 不 同 。 

(D 冰 模 型 和 星 - 角 关系 

自然 界 中 存在 着 一 些 氢 束缚 晶体 ,人 们 最 熟悉 的 例子 就 是 冰 。 
在 二 维 情况 下 , 氧 原子 形成 平面 格子 ,在 每 一 对 邻近 的 氧 原子 之 间 
有 一 个 氨 离 子 。 假 定 氧 离子 的 运动 规律 服从 冰 规 则 :每 个 氧 原子 周 
围 的 四 个 氢 离 子 , 如 有 两 个 靠近 和 氧 原子 ,其 他 两 个 氨 离 子 则 远离 氧 
原子 。 体 系 的 相互 作用 仅 考 虑 邻近 氧 原子 和 和 氢 离 子 之 间 的 电 侦 极 
子 作 用 ,以 此 为 基础 而 得 到 的 平面 氧 原子 - 气 离 子 格 点 模型 就 是 冰 
模型 (ice model), 

电 偶 极 窍 的 两 个 可 能 方向 用 箭头 标记 为 : 氧 离 子 靠 近 氧 原子 时 ， 
箭头 指向 氧 原子 ;远离 氧 原子 时 ,箭头 指 癌 相反 ,如 图 2. 3 所 示 。 


it H 


所 离子 某 一 种 分 布 左 图 的 箭头 表示 
2.3 


在 冰 规 则 限制 下 ,一 个 氧 原子 和 其 周围 的 四 个 氨 离 子 所 形成 
的 顶 角 只 有 六 种 可 能 方式 ,如 图 2.4 所 示 。 


т EEEH 


2.4 


所 以 冰 模 型 也 称 为 六 项 角 模 型 。 这 六 种 不 同 的 顶 角 表示 出 氧 原子 
和 周围 四 个 氢 离 子 的 六 种 不 同 相互 作用 情况 ,它们 相应 的 束缚 能 
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idi €i, г = 1, ..., 6, 则 冰 模 型 的 配 分 函数 可 写 为 
Z = *jexp( — £/ksT) (2.3.1) 


Rh, >) 是 对 平面 格 点 上 的 氢 离 子 所 有 允许 分 布 取 和 ,@ 是 某 一 种 
分 布 的 总 能 量 。 当 在 某 一 种 分 布 时 ,出 现 第 ; 个 项 角 的 数目 是 mw, 则 


6 
d = > лє, (2. 3. 2) 
i=} 


下 面 的 问题 是 如 何 精确 求解 配 分 函数 Z。 
为 此 首先 考虑 由 顶 角 构 成 的 矩阵 形式 。 
设 平面 格子 由 N 条 垂直 线 和 M 条 水 平 线 组 
š 成 。 首 先 研究 M 条 水 平 线 中 的 某 一 条 上 的 顶 角 分 
В 25 布 。 用 指标 标记 顶 角 的 箭头 方向 ( 见 图 2. 5). 
其 中 и, у, а, B= 二 土 ,“ 十 "表示 一 或 ;一 ”表示 < 或。 这 样 一 
条 水 平 线 上 的 N 个 顶 角 可 以 用 图 表示 ( 见 图 2. 6)。 


Bi |Ë: By 
Ki H? H3 HN HN | 
а | а, AN 
2.6 


HARHA 64У exp{— є /ksT RWA wln, alg, ,从 而 有 


ш, + | +, +) = exp(— є, /kb T) 
w(-—, 一 | —, —) = expí— є,/ЁвЇ`} 
w( 十 , — | —, +) = exp(— e /ksT) 
(2. 3. 3) 
ww(—, + | +, —) = exp(— є,/Ё»Г} 
z (+, — | +, =) = exp(— &/ksT 
w(—, + | — a +) = ехр{ — &/Ёв1} 
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考虑 到 周期 性 边界 条 件 : n = pw+1， 从 而 可 将 顶 角 的 线 分 布 写 成 
2" x 2* 和 矩阵 V, 它 的 矩阵 元 为 
Vi = >` wa, a |i, [7917719772 a; | Bs, pat 


‚ uy, Gul. tu) (2.3.4) 


其 中 а 一 (a, "+t ар), В = (ñ, .... дк). 再 附加 上 第 一 条 水 平 
线 和 第 M 条 水 平 线 的 周期 边界 条 件 , 则 平面 格 点 上 各 种 允许 的 顶 
角 分 布 的 和 是 MA V 抢 阵 的 乘积 的 迹 。 由 此 得 到 

Дм = trV^ (2.3.5) 
这 样 , 求 解 配 分 函数 Zuu 就 转化 为 了 矩阵 的 对 角 化 。 
此 首先 要 建立 ww 满足 的 某 种 关系 式 。 玻 耳 兹 曼 权 w 除 依赖 于 极 化 
方向 指标 о a, 8 之 外 ,还 依赖 于 动力 学 参数 ( 含 于 能 量 中 )。 当 
动力 学 参数 变化 时 ,和 矩阵 V 也 将 随 之 改变 。 设 ww 变 为 zw, 相应 的 
V 变 为 V', 则 要 求 

VV! = VV (2. 3. 6) 
否则 M 个 站 乘积 的 结果 不 是 唯一 的 ,导致 配 分 函数 不 是 唯一 的 。 
(2.3. 6) 式 确定 了 w 之 间 满 足 的 关系 式 。 具 体 做 法 是 ,定义 4X 4 
ABE Sla, BI S' Ca, PB), 它 们 的 矩阵 元 为 


SC, v|g , V |a, D = > ua, «|7, pyw (и, YIB, v) 


S' (и, v|, Y |a, В) = yw ay ушбу, YU B, v) 
(2.3. 7) 


其 中 行 指标 是 (py, 2, 列 指标 是 (ww, Vo. 它们 可 以 用 图 形 表 示 ( 见 
图 2.75. 
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(2. 3. 8) 


2.7 


类 似 地 ，(YV = VeV 和 CV'V)s = УУ; 的 图 示 见 图 2. 8 和 
图 2. 9。 


(2.3. 9) 
(2. 3. 10) 
АҢ 2.9 
把 (2. 3. 8) 式 和 (2. 3. DR, (2. 3.10) 式 作 比较 ,容易 看 出 
(VTV = trS(a,, @,)5(а,, B,)---SCay, Ву) 
(V'V)É = trS' (a, , BOS (a,, Ba) "SS' (ау, Вх) 
(9.3.11) 


如 果 存 在 4 X 4 dEST ВЕ M ,使 得 
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5 (а, В)М = MS' (a, В) (2. 3. 12) 
HU C2. 3. 6) 式 成 立 , 即 VV 和 V' Н] Ж{% „Ж ЗР BJ UE EH JE: dE 1 [а] РЕ 
的 ,利用 (2. 3. 12) 式 ,有 | 
(V'V)5 = ЕМ! (а, BMM U S(a,, 8,) М--- M^! SCay, BY OM 
= {г$(а,, #,),5(а,, Ba)*S Can, Ву) 
= (VV!) 
由 此 可 见 ,选择 适当 的 M. fÉ (2. 3. 12) 式 成 立 , 就 保证 了 


(2.3. OR. W M BAR ESO w", ulv, y) Hcr Qus, 四 是 行 指 
标 , Gi , Ú ) 是 列 指标 , 则 (2. 3. 12) 式 可 写 为 


>` vw Gi, aly, "уи" (v, YIB, yw" O", |, и! ) 


Y, ug". у 


— > vv, uv, uw! Gr", aly, wO", YIB, y) 


Y, Dur y" 


(2. 3. 13) 


这 个 关系 式 就 是 由 巴克 斯 特 建立 的 星 - 角 关 系 , 它 是 QYBE 的 另 
一 种 写法 。 星 - 角 关 系 的 图 形 表示 见 图 2. 10。 


2. 10 
星 - 角 关 系 (2. 3.13) 式 也 可 以 写成 更 简捷 的 形式 .通过 引入 在 


N + HEB ЕНА B EH БАУКЕ EB E U;, 1 = 1, ..., М 一 1, 
它 的 矩阵 元 定义 为 


102 第 二 章 “ 非 线性 可 积 模型 的 量子 化 与 QYBE 的 物理 起 源 
(UE = (0, B,*--8€2;.,, Bi) 
e wlas ail, Bir) (а, Buy, к) 
则 (2. 3. 13) 式 的 等 价 方程 为 
UUU" = UU QU, 
UU' —U'U, i—j| 21 (2. 3. 14) 


确定 了 w 满足 的 关系 式 (2. 3. 1328 RERE wo 的 具体 函数 
形式 。 考 虑 到 物理 实际 情况 ,可 选取 є, = E, ss 一 sy £; = Es, 这样 
独立 的 顶 角 个 数 由 6 个 晓 化 为 3 个 ,可 记 为 


w(t, 十 | 十 , +) вю, 一 | 一 ,一 ) =a 

w, 一 | 一 ,十 ) 二 w( 一 , 十 | 十 ,一 ) = 

w(t, — |+, 一) 二 w( 一 ,十 | 一 ,十 )=c 
(2. 8. 15) 


H (2. 3. 13) 式 ,经 过 直接 计算 ,可 以 得 到 ac，2，c 之 间 满 足 的 关 
ARX 


аса" = bc' b" + ca! c" 
РА = фа'с" + cc' b" (2. 3. 16) 
ch'a" = ca! b" + bc! c 
消去 а", b” Ж c”, 得 到 
A= A, А = (а? + b° — с*)/2аЬ (2. 3,17) 
类 似 地 ,在 (2. 3. 160 96 a^ Б, сИ] А = A”. 这 表 
HH то 改变 时 ,4 保持 不 变 。 由 4 的 定义 及 4 的 不 变性 ,可 以 看 出 ， 
IL f& b/a 和 c/a 只 依赖 于 一 个 可 变 参 数 。 为 了 将 它 参 数 化 ,引入 不 
变 参 数 z MEER t HHS 


. d += Pl 
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将 其 代入 (2. 3.17) 式 ,容易 计算 出 A= (zx 十 x 1)/2, 即 4 与 可 变 
参数 上 无关, 保证 了 A 的 不 变性 ,。 令 a 二 px(l 一),p' 是 zx,i 的 
任意 函数 , 则 有 


a = 0'z(1] — £), b = р (22 — t°), c = ptr’ — 1) 
(2. 3.18) 


实际 上 ,由 于 QYBE 允许 w 元 素 差 一 个 公共 因子 ,所 以 a 的 选择 
并 不 受 限制 ,这 也 就 是 a 中 出 现任 意 函数 mw 的 原因 。 再 令 


t =— етй, р = es”, е = Lora (2. 3. 19) 
则 (2. 3. 18) 式 改写 为 


а = psh + (À — v), b = psh > Q + v), с = pshà 


(2. 3. 20) 
iE (2. 3. 190 XX rf, A 是 固定 参数 ,不 是 前 面 经 常 使 用 的 可 变 谱 参 
数 , 而 v 是 可 变 参 数 , 它 才 是 谱 参 数 。 这 时 4A 用 4 表示 为 
A = — chà (2.3.21) 
经 过 上 面 的 讨论 ,显然 w TH w (107) АЗН о 变 为 vu (v”)。 再 将 
(2. 3. 20) 4X [B1 (2. 3. 16) 式 中 的 任意 一 个 方程 ,经 过 简单 计算 ,在 
450 CE A [= 0 ) 下 ,得 到 vw, v' 和 ww 的 限制 条 件 


sh +оо +) = 0 (2.3.22) 


显然 , (2.3. 220 3 IP] Жо = À + u + v" EX o! = À + vv + 
bmn, m 是 整数 。 但 注意 到 vw 一 v' + idma 时 ,a'， 和 c' 是 不 变 
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的 ,所 以 可 以 到 
v = À — ç + а" (2. 3. 23) 


为 了 使 是 - 角 关 系 写 成 更 简单 的 形式 ,将 v 换 成 u: 
и = 5a +v) (2. 3. 24) 


从 而 (2, 3. 23) 式 变 为 
uw = u + u” (2. 3.25) 


相应 地 ,(2. 3. 20) 式 变 为 
a = psh(À — и), b = pshu, c = pshà (2. 3. 26) 


这 就 是 最 后 确定 的 玻 耳 效 曼 权 ww 的 参数 化 表达 式 。 参 数 化 后 的 
星 - 角 关 系 写成 


2 (isa | yu") Cu0w Gv». Y | 8,2") (и Hu wo", u" Q/ , ) Cu”) 


= 2 wo. plu", p) u wl, «|7, lutu") 


. GO", 71p8, y )(u) (2. 3. 27) 
或 


UU (и + uU, G”) = U, uU; (и + "U; (u) 
AA = U; (uU; (и) | — j| > 1 
(2. 3. 28) 
(2) ЖЕУ 的 对 角 化 
上 面 通 过 星 - 角 关系 ,已 确定 了 w 对 谱 参 数 x 的 明显 表达 式 ， 
XAF V 的 矩阵 元 也 就 随 之 完全 确定 ,从 而 可 转向 对 VV 的 对 角 化 讨 
论 . 对 角 化 的 方法 有 两 种 ,一 是 Bethe-Ansatz, 二 是 量子 逆 散 射 . 为 
了 和 本 书 的 中 心 内 容 QYBE 相配 合 ,这 里 采用 后 一 种 方法 ,以 展 
m RTT 关系 的 重要 作用 。 
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首先 确定 局 域 转移 矩阵 La n = 1,…, NN。 为 此 ,考察 顶 角 
v Cu, а, Pas Hai) 。 标记 指标 取 值 : 十 一 1⁄2, 一 一 一 1/2, 则 w 
可 以 用 2 x 2 泡 利和 矩阵 元 表示 为 


4 
Ср, an| Buns uuu) = Уу, (oD) (а?) “(2.3.29) 
j=1 
其 中 ot = I, wj 由 下 式 给 出 : 


wi = w, = c ws = + (a — b), wi = + (a + b) 


(2. 3. 30) 
可 以 直接 验证 (2. 3. 29) 式 和 (2. 3. 30) 式 的 正确 性 ,例如 
w(1/2, —1/2|]1/2, — 1/2) = ш(+, — | +, 一 ) 


4 
= > w;(07)/1, (a? ) i? 
j=l 


= w, + w, = c 


利用 (2. 3. 29) 式 ,可 以 引入 2 x 2Ж Г, (и), ТИЕ ХЕ ХУ 
(LG, = Ууш,(и)0; (0); (2. 3. 31) 
j=] 


EP oi, j=1, 2. 3, 是 格 点 n 上 的 2 >x 2 WAE., CWE Ё 
式 是 
xo (u) + wa (nu)o: w(u)so, 
L, би) = 


wu )so, и, (и) — ws4Qu)0; 
(2. 3. 32) 
Ep w= xo, =w, 比较 (2.3. 31) XX (2. 3. 29) 式 ,容易 看 出 ， 


L, Cu) Ж wu, а, | B, DPH д. v 作为 矩阵 指标 的 ,而 指标 а,, 
В. 是 2 X 2 PERE o; BJ RE ВЕЗЕТ, E ETC Со”), o AT LARE La GO 
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写成 4 >x 4 XR PERS. КН уйл vo (n. a,|B,,v)。 由 此 引入 
Кё, Cu) = wp, a|, v) (2. 3. 33) 
则 星 - 角 关系 的 左边 可 以 写成 


1 2 
RIA QU GL, (и) CL, Gc + и")? = [RG І, Си) LG + u”) JZ 
右边 可 以 写成 


] 
(Г, (и + "E (L, би) В (и") = CL, Qu + u^ Lr GORU pz 
从 而 有 局 域 交 换 关 系 


1 
RU”) L,GO Ll + и") = Lu + и" L.G) RG) 
(2.3.34) 


YE „ҖЕ u +u” 变换 成 v, 则 (2. 3. 34) 式 可 写成 在 8$ 2. 1 中 建立 
的 局 域 转移 矩阵 所 满足 的 交换 关系 (2. 2. 17а) 3X. 再 由 [ЧО XE X. 
转移 矩阵 


a 


N 
Tsa) = [Ino 


n=] 


目 然 满足 RTT 关系 。 并 且 R(w) 和 矩阵 由 玻 耳 兹 曼 权 w 给 出 。 由 定 
义 (2. 3. 33) 式 与 (2. 3. 15) 式 可 将 R(w) 写 成 ; 


1 
Кошу = plu) alu) 
alu) Plu) 
1 
c shA (2. 3. 35) 
аби) = a sh(A — и) 
b shu 
Pu) = a ҺА и) 


АИА тт {з m LEM АРНЕ 
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引入 Tw(w) 的 目的 是 借助 它 实 现 V 矩阵 的 对 角 化 。 对 Tw Cu) 
取 迹 ,有 


ГТГ (ш) E = [tr(L (и) Ly (2) ÉÉ 


一 > wCGa, agi, д) 
А 


ду. 
* тоб, а, | Bz, 5) ***wCA,, a, | Ba» Li) 


= Vu) (2. 3. 36) 
Bp 
V Cu) = trT plu) (2. 3. 37) 


这 样 ,对 Y(z) 的 对 角 化 问题 就 转化 为 对 trTxw(z) 的 对 角 化 问题 ， 

对 角 化 的 步骤 和 NSE 及 一 维 ë 函数 势 相 互 作用 的 多 体 量 子 力 学 

中 所 做 过 的 对 角 化 步骤 完全 相同 , 只 不 过 这 里 遇 到 的 是 RGOBS = 

角 解 。 为 了 避免 重复 ,这 里 只 作 简单 的 描述 ,不 再 给 出 详尽 的 推导 
将 Tu GO I, 


(2. 3. 38) 


Ax Cu) Bx Gu) 
Ts (u) — 
Csx(u) Dy (u) 


RTT 关系 给 出 如 下 交换 关系 : 


[By GO, By] = [С G0, C. (%) | = 0 
Axy(GOByQ) = pp (vo и) СВ, Co) Ay (и) 

— а(о — и) By GO Au Qv)) (2. 3. 39) 
Руи) Ву Со) = B Си — v)(By GO Dy(u) 

— a(u — v) Bu(u)DysCv)) 


0) 的 定义 由 (2. 2. 82) 式 给 出 ,Tw(w) 作 用 到 10》, 有 
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CnCu)|0)=0, Ак„(ш)|0›=аб(и)“ |0), DyGO01l0) -56(Q0" |0) 
(2. 3.40) 


从 而 得 到 trTv(a10) = (aO 十 5(u)*)|0), X ER # | 0) de 
VC(w) 的 一 个 本 征 态 ,相应 的 本 征 值 为 a” 十 57. ЕХ 


|a. "t? s Un) = ( [| Bx Ca) )} 10>, n = |. e*t s N 
7 一 1 
(2.3.41) 


将 T sGOTERIC2. 3. 41) 式 ,并 逐次 交换 Ау fil Ву, Dy 和 Вх, 
得 到 


Губи) lu, Мы Un? = A, Cu , Uy. °°", u,) uy, .... и,) 


(2. 3. 42) 


其 中 
‚түт sh(À — u; 
A Gi шу аа) [| pe 


y qr Sh(À + z; — u) 
+ blu) П hu uy 

同时 ,在 交换 过 程 中 会 出 现 非 对 角 化 项 ,要 求 这 些 项 的 总 贡献 为 
零 , 给 出 了 їн}, 必须 满足 的 约束 方程 ; 


s нә) Таа ар A= 1, e, N 


shu; sh(À + z; — иш)”, 


i=l 


(2. 3. 43) 


H (2, 3. 36) 式 知道 A (и; uy, б, и „йж E V (u ЖЕЙН. H 
T VGodé 2" x 2" 矩阵 ,所 以 它 的 本 征 值 的 总 数 是 2*。 它 对 指标 
n 的 分 布 是 : n = 0 时 ,hs 的 个 数 是 1;n 0 时 ,4, 的 个 数 是 2 !。 

这 里 需要 指出 的 是 ,由 (2. 3. 32) 式 给 出 L, (x) 等 价 于 32.1 中 
XXZ 模型 的 局 域 转移 矩阵 ,差别 仅 是 这 里 是 用 双 曲 函数 表示 zo; 
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相应 的 R 矩阵 也 是 由 双 曲 浮 数 表示 的 。 所 以 在 六 顶 角 模型 中 ,从 
二 维 格 点 平面 上 抽出 一 条 水 平 线 则 等 价 于 XXZ 模型 中 一 维 格 点 
目 旋 一 1/2 链 。 由 此 ,用 RTT 关系 研究 中 和 矩阵 的 对 角 化 是 很 自然 
的 事情 。 

解决 了 V 定 阵 的 对 角 化 问题 ,也 就 知道 了 配 分 函数 Zvw 的 明 
显 函 数 表 示 。 在 此 基础 上 ,可 讨论 系统 的 热力 学 性 质 ,其 中 最 重要 
的 是 相 变 问题 。 在 热力 学 极限 下 ,每 个 格 点 的 自由 能 为 


f =— Т lim (CNM) 'InZsw 
N, M— оо 


N 
=— kT lim (NM) 'In[ 2,4) (2. 3. 44) 


显然 ,自由 能 了 取决 于 V 的 本 征 值 (4,},-。 中 最 大 的 一 个 ,在 讨论 
六 项 角 的 相 变 时 ,是 以 4 的 不 同 值 域 划 分 相 变 区 ,寻找 不 同 相 变 
区 的 最 大 人, 由 此 给 出 三 的 不 同 函 数 表 示 。 再 由 了 在 相 邻 区 域 的 
交界 处 的 行为 ,确定 区 域 之 间 是 否 有 相 变 发 生 。 有 关 这 方面 的 讨 
论 , 在 巴克 斯 特 的 论文 和 专著 ' 呈 中 有 详尽 的 描述 ,这 里 不 作 更 
多 的 介绍 。 

本 章 围绕 着 Q YBE 这 一 核心 内 容 , 对 早期 的 相关 研究 成 果 作 
了 初步 的 介绍 ,以 使 对 该 领域 不 熟悉 的 读者 对 QYBE 的 物理 来 源 
和 重要 作用 有 所 了 解 。 当 然 , 有 关 QYBE 及 相关 问题 的 研究 不 仅 
“” 仪 限于 这 些 。1985 年 以 后 的 研究 进展 表明 ,QYBE 已 成 多 个 研究 
分 文 的 理论 基础 。 直 到 目前 , 它 的 巨大 潜力 还 没有 充分 开发 出 来 。 

最 后 要 强调 ,Bethe-Ansatz 方法 是 相当 广泛 的 一 种 解 非 线 性 
问题 的 方案 .而 量子 逆 散 射 方法 是 一 种 低 维 完全 可 积 场 论 的 解法 ， 
它 适 用 的 面 显 然 比 Bethe-Ansatz 方法 要 罕 , 也 就 是 说 用 Bethe- 
Ansatz 解决 的 问题 不 一 定 总 可 以 用 量子 逆 散 射 方法 解决 ,因为 后 
者 要 求 更 严格 的 和 条件。 事实 上 Bethe-Ansatz 的 本 质 是 把 通常 微分 
方程 本 征 值 问 题 转化 为 代数 方程 。 由 于 苹 定 户 方程 总 是 二 阶 偏 微 
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分 方程 , 求 本 征 值 问题 归结 为 微分 算 符 的 本 征 值 问 题 。 但 是 ,如 果 
将 包含 互 作用 的 波 函 数 用 恰当 函数 族 展 开 ,将 求解 微分 方程 变 为 
确定 该 展开 式 系数 问题 ,就 变 成 了 代数 方程 。 而 代数 方程 一 定 有 
解 。 从 这 个 意义 上 说 ,Bethe-Ansatz 不 一 定 限于 一 维 空间 ,事实 上 
已 有 人 将 这 一 思想 用 于 处 理 四 维 时 空中 的 自 对 偶 杨 -米尔 斯 场 方 
程 解 的 问题 。 


附录 2А NSE SE è 图 数 作用 势 的 多 体 问 题 的 关系 


按照 H. B. Thacker #77 = ЕН — 4 8 函数 作用 势 的 多 体 
问题 等 价 于 NSE 场 论 模型 。NSE 的 哈密 顿 量 为 


H = [ах(ә,#"а,# + ch $" db) (2. A.D 


其 中 $G. 7) 为 非 相 对 论 玻 色 算 符 ,其 等 时 对 易 关 系 为 : 
[Ф(х, t), $'Cy, ) |= (х — у) (2. A. 2) 


不 难 知道 ,粒子 数 N = [drg g 是 守恒 的 , 即 
[ H, N]= 0 (2. A. 3) 
以 下 只 标记 坐标 т, 而 不 写 出 时 间 上 的 依赖 关系 。(2. A. 3) 式 是 容 
易 证 明 的 ,只 要 注意 : 
ГА, BC] = LA, B]C + B[ A, C] (2. A. 4) 


以 及 |dzdyg' 02, 8G — 502, $00 = [dap G9: $GO 等 关系 。 

从 一 般 量子 场 论 可 知 ,如 果 系 统 的 哈密 顿 量 的 自由 部 分 为 
本 ,, 而 互 作用 部 分 为 V, 则 整个 哈密 顿 量 本 征 态 与 自由 部 分 本 征 
态 间 的 关系 为 ; 
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P = 190 + рр e? 


一 H, + i€ 
1 ү ° 
E H, — LE + + (2. A. 5) 
取 末 态 为 具有 动量 k. k, BJaS Gu 1,18 


(А, ka EE) = Ga IO. g+ Cg + 19» 


+ 


^ 1 
E € EC H, i 
现在 计算 


g |Ф,) = 2, E—H qu^e Pu Pa| V |Ф;› 


P y: P5 


其 中 中 间 态 为 H, 本 征 态 。 当 初 态 |18,) 为 |k1,&,) 时 ,注意 到 


V = c [dz (х)ф° Cr IP rT) Gr) 
则 
(pis b. |V |Ë ,, А) = 2n * 4cÓC p, + ро — k, — Ё,) 
于 是 有 | 注意 |а 
P 
(kis ka| PE’) 


— VÀ, hb.) 


- Pp 
= P, Cki, E) +j 2n 2x Q + kD — (+ PD +1" 


° 4có( р, + р — Ë, 一 k) * Ф,(р\, bote 
完成 回路 积分 ,并 选 上 半 平 面 的 两 个 极点 ,有 


ар, dp, 2x6(p'1 + pz — k, — k) 
2n 2к EL b — pi — рї + is 
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_—i[(d 0 1 LiL 
2] Элі (p, — kı —i(p, — Ë — i) 24 Ё, 


这 是 弹性 散射 的 结果 。 于 是 得 到 


У) (А,, b.) — (1 + 2J + 2J? + ..)®; (kis b.) 


1 > 1-7 
J= С, 1+ + 22 = 125 
因此 有 
— k —i 
PSCk, k) = EE C ED, Ck, k) (2.A.6) 


Ё, — Ë, + 1с 
这 是 两 个 粒子 散射 梯形 图 相 加 的 结果 ,为 了 以 后 方便 ,使 用 重新 定 


义 的 波 函 数 , 它 与 (2. А. 6) 只 差 一 aye, WIE Pj et 
子 散 射 时 的 本 征 态 ， 


Ф|, kD = (1+ рр ПФОБ, А) (2.A.7) 
i 
注意 到 
中 | (kis ka)? = Jazz (xz,)$' (rz) |0) 


(2. А.8) 


并 考虑 到 ax = ае" (х) 中 当 р = Б, р, 一 时 回路 之 选择 
保证 А > k (z, < ту), 而 对 散射 态 Р. = о, Ро = ki ВД А, < 
k (m, > ту), 于 是 相应 有 五 = H, + V 的 本 征 态 为 


Х| (А, b)» = [dz dar, ette оса — х) 


+ e4 790r, — х) ]$* Cr 0$" 0210) 
(2. A. 9) 
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gio) 一 teate (2. А. 10) 
2 1 


Ер (2. A. 10) 式 为 散射 的 S 和 矩阵。 在 (2. А. 9) 00) ЖК: 


Ee{X) 二 1,，X 之 0 


o= Le- 1, el) =l <O 


elr) = 0, z = 0 


于 是 去 掉 数 量 因子 ,可 以 引入 二 体 散 射 时 的 H 的 本 征 态 为 : 


i(k т, +&,r,) 


|Ф(2,, k,)> = ааа, хә; kl, ke 


Ф" (х,)ф" Cx) 10) (2. A. 11) 
其 中 
Х\т\, 23$ Ё\, b.) = E — P © k. 


€x, — x) еее 


(2. А. 12) 


它 正 是 二 体 散 射 时 的 形式 。 现 在 将 (2.A. 1) 式 作用 在 (2. A. 11) 
上 ,注意 到 对 易 关 系 (2.A.2) 与 %z)|10? = 0, 可 得 : 


faza, 4^ 3, $|Ф(®, E) 


= 一 2c | dard Gr, — х,) * ein ter^ Cr)" (7510) 


2 
TOMÓ, Ё,)) 
i=] 


= ~ 2c|dzidzs8(zi m XJ X CX’ X253 Ё,, Р„)ф* (х;)ф* (xi) |0) 


2 
十 УАФ, Ё,)) (2. А. 13) 
1 一 1 
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c|az8 g ФО, b.) 


= 2c|dzidz:6(z， — xy) * ХО, хә; kıs k,)é" Cx)" (z, ) 10) 

(2. A. 14) 
TE CZ. A. 13) 式 中 应 用 了 lela) = 0, Ж (2. A. 13) 34 5 
(2. A.14) 式 相 加 ,得 


2 
Н |Ф‹А\, А,)) = [ »;E)|OQu, ED (2.A.15) 
i=] 


这 是 由 于 恰当 形式 的 x 正好 使 非 对 角 部 分 互相 抵消 。 以 上 讨论 仅 
对 两 个 粒子 弹性 散射 ( 且 无 反射 ) 而 言 ,对 任意 数目 的 粒子 ,可 以 作 


Bethe-Ansatz: 


N 
Ф(2,, о... kn)? -一 | Пах, 55, у kis ..., by) 
” j=l 


: [I$ C) 10) (2.A. 16) 
к=1 
ice(x; — ху) Pu 
ХС, tt. Tug kis cn. ky) = Ir E w 


(2. A. 17) 
将 五 的 动能 项 作用 在 (2. A. 16) 式 上 得 到 


|4хә, $* (х), ф(х) | (CR, 9 °"... ky)? 


N N N 
=— | а >а, д, XCx,, °°" + Гм; kis tts ky) EN (х„)|0› 
j=l i=] k=] 


(2. A. 18) 
男 一 方面 ,利用 


N N 
$60. Цео |= >)ё‹х— xo [I$ €» 
i=] i=] ji 
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可 计算 出 


c [df (304* (х) GO$GO | Bk,, E) 


N N 
= ПШ > )2сё(х,— x0) (ту, tt хм; kis бе, ky) 


j=l 1 天 7 一 ] 


N 
: ||#' Goo (2. A. 19) 
k=] 
所 以 
N N 
Н |Ф(Ё,, ++, БӘ) = | Пах; – ^a, 3; + 2c > dx; — xj) | 
j=l i PX j 


N 
° X(x,, "t, TN} ki» .... kn) IE ri) [05 
k—1 


(2. A. 20) 
所 以 只 要 xi, Ut, ENG Ris t0 LE E 


(= Уә? + 2с У), ar) x= EX — QA. 21) 
则 有 | 

H|@(k., '... Ёк)? = Е|Ф(А,, "... kx)? (2. A. 22) 
这 就 是 说 ,一 维 量子 场 论 中 NSE 与 多 体 问 题 (2. A. 21) A UT 
的 。 有 了 这 个 基本 知识 ,不 难 了 解 , 作 为 二 次 量子 化 的 道 散射 方法 
所 给 出 的 结果 即 NSE 与 (2. А. 21) 式 必定 是 一 致 的 。 因 为 在 粒子 
Ei SEHE] , 场 论 本 质 上 就 是 多 体 问 题 . 然 而 ,在 一 般 的 量子 场 论 中 ， 
粒子 数 是 可 以 不 守恒 的 ,这 就 大 大 超越 了 多 体 问 题 的 范畴 。 
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不 仅 NSE 场 论 形式 可 以 作 Bethe- Ansatz ,一 些 旋 量 场 方 程 也 
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是 用 这 个 方法 求解 的 。 现 简要 介绍 Bethe-Ansatz 解法 ,与 YBE Ж 
解 的 有 关 问 题 的 介绍 可 参看 文献 L2，9j]。 
在 坐标 和 时 间 皆 一 维 时 ,该 模型 的 拉 氏 函数 为 


L = gia, — m $ — FEIS, (2. B. 1) 
其 中 
_ d 
J^ фур (u= 0,1), Ф = | | 
Ф, 


0 1 0 —1 . 
y? = G, = | | А y! = | Е (— 1)0; (2. B. 2) 
1 0 1 O 


0 
度 规 为 = (zi)? 一 GP Yr = a, = Ë _ ' 
而 少 (z) 满 足 反 对 易 关 系 


(dix, D, d? (y, у = 959r — у) (2. B. 3) 
相应 的 哈密 顿 量 为 
H = [drar 


= Jaz[ i) 
+ mo (t ds + Фф) + Зафар | 


=H, +H, (2. B. 4) 


„дф, ‚дф; 
gt 5 一 多 | 


H, = 2g41 4i Ф (2. B. 5) 
为 了 使 用 Bethe-Ansatz ,首先 可 以 证 明 粒 子 数 
N 一 (асе + pip) (2. B. 6) 
是 守恒 的 , 即 
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[N, H] = 0 (2. B. 7) 
现在 第 一 步 要 确定 H, 的 本 征 态 。 引 入 G = 1, 2) 
— 1 іё г 
ф(х) = = faze" аў (Ë) 
(2. B. 8) 
p: (z) = З. Гавеа, GD 
将 (2.B.8) 式 代入 H 183] 


H, = + faz bla? (kya, (k) — af (а, QD) 


+ me fdk (at (ka, (b) + af (Da (k)} (2. B. 9) 


为 将 它 对 角 化 , 作 Bogoliubov 变换 ,引入 


A, (k) cosÜ 5ш0||(а, 
= . (2. B. 10) 
A. (k) — sinf  cosÓ (а, 


X | 
d£ + + 
H, = | 0 Gcos26 + mosin20) (A; A, — A; А,) 
— (ksin20 一 mcos20) (АТА, + Az А,)) 
、 Ë 
选择 ctg20 = m, 时 , 非 对 角 项 消失 ,有 


H, = ES k? + miCAT(kR)A, (k) — A; (k)A,(k)) 
(2.B.11) 


上 式 用 到 了 Getg20 + m), — = E + m 
М mi + Е? 


显然 ,4;(A) 对 应 正 能 态 , 而 A, (k) ЖЯ] ЛУ ABE S ПИЯ" 
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Ф. (х) |0) = 0, 4, (х) |0) = 0 


但 它 是 非 物理 态 ,因为 它们 表示 正 能 态 与 负 能 态 都 是 空 的 .而 物理 
真空 应 当 把 负 能 态 填 满 。 
现在 定义 


k = m shg, BI £? = moché (kU — kR = m: Н. ctg20 = shé) 
(2. B.12) 
其 中 《为 快 度 (rapidity) ,于 是 有 


А+ (Ё, z) = aed on + e V1 (x) 


即 АГ = [dze = Jdxecme"A* (а, £) (2. B. 13) 


А; (k) = Jaze mesa (ix 一 a, х) (2. B. 14) 


ЕЕЕ £ = о 为 实数 , (2. B. 140 XX HH + cos0 — — sinl 时 ,对 应 
£ = 1 — a, 这 样 , 正 能 量 谱 用 沿 实 & 轴 的 点 表示 ,而 负 能 谱 则 用 沿 
Imt = x 的 线 上 的 点 表示 。 物 理 真空 表示 在 复 平面 图 上 , ё = x 
的 线 上 已 填 满 , 亦 即 这 条 线 代表 费 米 海 ,而 的 实 轴 则 为 正 能 态 。 这 
样 ,应 当 用 At (2, xz) 来 定义 态 的 产生 算 符 , 即 Bethe-Ansatz Ж: 


N 
Ф (Е, у... ё)? — | П (еа) 
j=1 


- || 1 ix — #)e(@%, — хә] 


<< N 


* 


AT (rs x,)|0) (2. B. 15) 


N 
-1 


h 


其 中 
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AG = ge 到 | (2. B. 16) 


与 NSE 情况 类 比 , 注 意 方 括号 内 量 的 意义 。 在 以 前 讨论 的 情况 中 
入 射 与 散射 振幅 间 关 系 为 


Pp = 0x, — x) + OCT, — ху)её, e" = - 7 А 
(入 射 ) (散射 》 
由 于 
66) = Eea) — D 
于 是 上 式 变 为 
р = EST ]— ien, — a) (2. B. 17) 
因此 与 (2. B. 15) 形 式 对 比 , © = AG), 于 是 有 
а—_1—1А_ ia 
2 十 记 1 二 
亦 即 
4 一 一 2tg 'A(é) 
引入 
= — сід ' 2. 
则 有 
Асё) = 2tg^| ctgztg $ | (2. В. 18) 


亦 即 tg 二 决定 了 弹性 散射 的 相 移 。 
经 过 相当 的 计算 ,可 以 证 明 (2. B. 15) H 的 本 征 态 : 


N . 
H|, e, 65) = (Dmoché,) [BE ++, End) (2. В. 19) 
i=] 


与 NSE 类 似 , 在 (2.B. 15) 式 中 ,动能 项 对 = R CT e h ЖЕН) ó 
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函数 项 与 相互 作用 项 作用 引起 的 项 正好 抵消 。 用 类似 NSE 形式 写 
出 , 则 (2. B. 15) 变 为 : 


|Ф(&,, °°... 797; = [dz dtr, е... Гуз £, ..., ё) 


N 


[а (&, z510 


j=l 
m 

XCz tt ху; 6, ++, End = [| [1 — i6 — Epele: — т] 
i PN 


N 
e emo 22 zí sht, (2. B. 20) 


上 式 中 沿 Ref 轴 给 出 正 能 量 贡献 ,而 沿 Imë 则 给 出 负 能 量 贡献 。 
由 于 对 二 的 周期 性 可 以 把 它们 限制 在 — x < Ime < r EXA 
中 波 函 数 — ето 一 e Tin Re she zomm hO (Im (sh) >0), 4 z — 
oo 时 , 它 指数 上 升 ,但 在 平面 上 在 ARRS, AE 
减 。 这 时 ， 


ё —a-Finx—5:2),1—-N—(2j—1),j21,.2,-- 


(2. B. 21) 
BUR 
Ён — Š, —— 2i(x — ри) (2. B. 22) 
或 
$, —6,—— 2i(j — DG — р) 
即 有 Аё; — Š) 一 一 Tata 一 н) = Tergu (2. B. 23) 


当 采 取 周 期 性 边界 条 件 时 : І = — L Ej = — L р x Gi; "es 
xv; ё, °°". ev) 应 相同 , 取 < x; G « j Hj), ЖЯ: 


е mol .shë, По + 1А(ё, 一 £)] 
«Lj 
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= ет”, ТҮГҮ — iade — ёр] (2. B. 24) 
ic 
€ 
、 g sh 2 . COSH , 
ch — | 
2 
1 . 
sh $36 一 21и) 
一 moLshé, = —‹1 Уа — 一 本 一 一 一 + 2кп, 
Z | ch+€ + im 
(2. B. 25) 
FLAKA 
1 . 
sh > — 21⁄2) 
A(€) = (— i)ln ——— 
ch > C + 2ip) 
则 有 


一 moLshé,. = У) АФ — £) + 2xn; (2. B. 26) 
R.rp 5 ”表示 求 和 中 保持 Z ;, 它 就 是 与 (2. 2. 35) 式 相应 的 决定 


快 度 的 关系 式 。 | | 
与 NSE 类 似 ,必须 考虑 到 态 密度 、 空 穴 , 激 发 等 效应 .将 ACO 


对 & 微 商 ,并 取 $ = a 为 实 值 , 即 有 密度 函数 为 


адс) sin2A 
K (a) = дё cha — cos2g 


ё=а 


РЕ 6 fE ix ALES L— om H: + У) fako), 
peo» — 1/ (6€;41 NE DL, 即 有 (注意 (2. B. 22) 式 保证 K, X 3:89) 


A-cix 
de К (ё — Ẹ' Jo)  (2.B. 27) 


— A+ ix 


2rp(£) = — m,ché 一 
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注意 € =a + Iz, а 为 实数 , 今 
o (e) = pla + in) 
则 有 


+A 
дпр, (a) = mcha — fda Kca — d pla) (2.В.28) 


—А 


2. 11 


以 下 做 法 几乎 与 NSE 相同 ,简要 介绍 一 下 。 为 考虑 空 穴 与 粒子 激 
发 , 当 被 激发 到 6, 时 , 则 在 ir 上 造成 一 个 空 穴 ( 如 图 2.11 所 示 )， 
这 时 应 有 
1 , 
p = Ср’ © = (& — &)L 
w 表示 费 米 海 由 于 激发 而 引起 的 移动 , 且 
F (8) = w(&)p(&) 


则 与 NSE 2844 8: 
2xF(E) 十 | JEKE — EDF) = AG — £.) — AC — &) 


—А-+їх 


(2. B. 29) 
(与 NSE 中 (2. 1.70) 式 对 比 )。 同 理 ,定义 费 米 能 为 
&(d- À + im) = 0 (2. B. 30) 
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则 可 证 明 激 发 能 为 
+A 
E = mch, 一 m,ch&, + т, | dashaF, Са) (2. B. 31) 
ŽA 


其 中 Fi(a) = Filat ix), 定义 so(6) 满 足 积分 方程 ， 


A+ ix 
e, (£) — moche, — Ho 一 S KG 一 DAGE, 


— А+ія 


(2. B. 32) 
而 pu 的 选择 使 (2. B. 30) 得 以 满足 , 则 (2. B. 31) 式 导致 
Е 一 e, (£, ) — & Ce) (2. B. 33) 


可 以 消去 р, ЕХ ECE) = &(D — a, а 为 实数 ,代入 (2.B. 32) 式 ， 
利用 


A+ix 
Ka ё) dŠ æ c, + c,chë 
一 入 十 ix 2 


选择 a = po/(1 + c), FEX m, = m. + acz, 则 得 到 


+ A+ix 


є(ё) = m,chë 一 | Кё — EEE ) JE (2. B. 34) 


— A+ ix 


而 (2. B. 33) 式 导致 
E = є(ё„) — є(ё„) (2. B. 35) 


Жн m 为 重新 标 度 的 裸 质 量 , 可 以 证 明 它 可 用 裸 质 量 т 与 耦合 
常数 p 表示 : 
m, = M/Y, Y = 7/24 (2. B. 36) 


现在 讨论 (2. B. 34) 的 解 。 它 是 在 — x < Ime < x Z BD EB , Y 
Н 9 <и< к,а 0, 费 米 - 反 费 米子 互相 吸引 ,引起 了 若干 结 
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g, (a) = ela + im) (2. B. 37) 


A 
є, (a) = — mcha 一 | За Ka — d)e(a)  (2.B.38) 


WE < a< т СВЧ, K(a)| е7", ЫҢ 


A A 

d T da ia 
| оле %e (a) = — m, J oí hae > 
—A 一 


A 
Е ES "K(a — d ye, Q') 


2x. 
— À 
(2. B. 39) 
引入 | E€ (y) = IE тебе (a) 
KQ) = Е бае (a) 
f d 
Q iay 
с(у) = | 2a* cha 
则 最 后 一 项 可 以 表示 为 成 y)E(y) ,而 (2.B. 39) 式 变 为 : 
E Cy) =— mely) — KG) š, Gy) 
即 ` zO) 一 一 mic(y)/G + KG)» (2. B. 40) 
将 c(y) 写 为 
AQ tiy) | 


е 


сбу) = c+ Су) + e- Су), c+ O) = 1x T y) 
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得 


А‹1-+-{у) Ас1—1у) 


shzy 
2sh (x 一 и)сһиу 


e e 
1 十 ly 1-—iy 


十 ca 
& (a) == E | 4уе-® 


x À — co 时 ,上 面积 分 以 ”平面 上 接近 实 轴 的 极点 贡献 为 主 ,由 
Tono. 故 这 些 极点 在 y = + iy, 因而 得 到 О = x/2/) 


y А(1— 7) 
є, (a) 一 一 тьсһУа, mp = Ty үу + 297 (2. В. 41) 


JURE, K(a 一 а) 的 积分 项 的 贡献 只 是 修正 了 质量 , 即 m — те, 
这 个 过 程 类 似 于 量子 电动 力学 中 正 、 负 电子 对 对 于 质量 的 修正 。 利 
用 沿 ix 直线 上 的 解 产生 在 士 r 间 垂 直 于 上 虚 轴 的 带 中 任意 直线 上 
的 解 。 要 求人 一 ce 时 ,mr 为 有 限 , 则 要 求 m — 0, 于 是 有 


+ оо А 
(8) = ть | EKE — а — in)chYa! (2. B. 42) 


但 这 时 核 函 数 K 不 能 简单 地 把 a — © 15391], ПТ ЖЕЕ Ж <, 
引入 : | 


_ sin2Z# 
K.(£) = hE —сов?й cos2A (2. B. 43) 


则 
К.(а + io), |а| < 2r — џи) 


К (a + 1с) -1 
К.(а + io) — 2хд(а),  |o| > (2x — y) 


成 立 


ela + 1А) — ela + ix) = me | Зак. Га — а + i(x — А) ]ch?'a 


(2. B. 44) 
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上 述 解 析 性 质 可 从 ACDO3XX AP — BGB EE B ЕТЕ eh. LES 2. 12 
所 示 的 割 线 位 置 。 


2. 12 


(2. B. 44) 式 左 端 
Enla + IA) = ela + iÀ) — (а + іл) 


可 视 为 一 个 基本 玻 色 子 的 能 量 , 而 (2. B. 44) 式 的 右 端 等 于 L. + 
1, 可 表达 如 下 : 


1 lu, [ de (sin2,)e*"* 
£ Mi J 2m ch[a — а — in — А) | — cos2z# 


ЕЕ а = а 处 有 极点 : 


až 


= a — i(x — À) + Zip + Zinn, |A| > 26 — x 


ЖД] at: n= 0, 1, 2-6-3 120; п = 1, 2, =., 容易 计算 出 : 


1. = — meee ®{(1 + е?!" + ...) EN (e? + еі?" + ...)) 
—— Emet», £ = @ + ІА 
所 以 
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I,— EN тее ml + eA) 
y£ 1 yË 
一 一 mycosm/e^ = 7 me 
Bp 
тв 一 一 ?mycosnY = 2mrsin| > (27 — D| (2. B. 45) 


Ж — к< Im 1 < r FF 4531; 
е) — mrchyX(£ — im), 2u — n < Ime xz mx 
09 = — mychY(8 + іл), — x < Imé < x — 2p 
(2. B. 46) 


ey (£) = el) — є(Веё + іл) = mgch7£|Im6| < 26 — x 
| (2. B. 47) 


当 所 有 激发 模式 处 于 116 | < Ze 一 7 时 ,其 能 量 为 


N—1 
Ex = > ,mapch7&， (2. B. 48) 


Еф ê = apu и), 1 = № – (2) 1), G= 0, 1, =, 
N 一 1) 或 将 对 ! 求 和 化 为 对 了 求 和 ,有 | 


N—| 
E, = S msch(Y[o, + i(N — (2j + D (x — р) ]) 
j=l 


(2. B. 49) 
利用 
N—1 ©- N=] Ny 1 
2 iche + ky) = ch х + ——5—у|8һ > hy 
gH 


sin[ N (x — g)Y | 


у = mych (Xa,) sin Cr — Y] — oy] 
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sin ы, — 1) 
= mach (Xa, ) hk (2. B. 50) 
sin —(27 — 1) 
2 
因为 7Y = x/2x。 最 后 结果 为 : 
Ex = Zrmrsin| 2 (27 - D]|ho«) C2.B.51) 


以 上 的 推导 并 没有 特别 新 的 内 容 , 只 是 要 强调 ;具有 分 量 的 相 
对 论 一 维 旋 量 场 非 线性 方程 ,有 时 具有 与 NSE 类 似 的 性 质 。 原 因 
是 ,它们 都 源 于 YB 系统 。 至 于 从 该 系统 如 何 得 到 具有 和 荷 质量 
Thirring 模型 ,因为 需要 较 大 篇 幅 , 不 再 缆 述 。 有 兴趣 的 读者 可 参 
考 H.J. de Vega #957, 

Thirring 模型 有 很 好 的 物理 内 容 , 让 我 们 从 (2. B. 4) 式 出 发 ， 
为 了 说 明 (2. В. 4) 式 的 物理 意义 ,考虑 以 下 形式 的 哈密 顿 量 


eC. — Dtict cs (2. B. 52) 
"ui 
其 中 tij 表示 长 程 作用 
t; = du — 1) [dG — 3) | (2. B.53) 


dG — 3) = L sin 


хт — ja 
| am L 


(2. B. 54) 
其 中 志 为 链 长 ,a 为 格 点 的 最 小 间距 ,t 为 作用 强度 。 
令 a 一 0 作 连 续 极限 ,并 对 26 作 健 里 叶 变 换 , 得 


(L — 1) 
aL 


x (ÍL — 1 «x 
Dc. 


eC. = — t > kciccis, — 
k, s= + 
(2. B.55) 
引入 


Cet = ау» Cty = br (2. B. 56) 
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则 26, 变 为 


Ж“ „=— У) klaja, + bibi) (2.В.57) 


Ë= 一 со 


HT b, 为 费 米 子 , 旦 S) k = 0, 故 有 


k= 一 co 


2f, =— t > kata, — bib) (2. B. 58) 
将 a, 和 6b 分 别 等 同 于 g(x) 和 yi(z) 的 全 氏 变 换 的 系数 , 故 有 


p (r) = zr sten 


p(x) = AL 


(2. B. 59) 


则 (C2. B. 4) 式 中 的 动能 项 正 是 (2. B. 58) 式 的 形式 , 亦 即 (2. В. 52) 式 。 
它 表 明 , 相对 论 形式 的 哈密 顿 量 Н 的 动能 部 分 的 实质 是 长 程 
Hopping 作用 中 。 而 (2. B. 4) 式 中 的 非 线性 相互 作用 势 实质 是 自 旋 
向 上 粒子 数 与 自 旋 向 下 粒子 数 的 相互 作用 项 ,与 Hubbard 模型 的 相 
互 作用 项 类 似 。 所 以 本 节 实 际 对 角 化 了 22, T 0€. ,其 中 性， 由 
(2. B. 52) 式 给 出 ,而 1 = Н, 由 (2.B. 5) 式 给 出 .这 种 长 程 相 互 作 
用 与 近邻 相互 作用 在 本 质证 有 很 大 不 同 ,例如 可 能 有 不 同 相 变 行 为 。 
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量子 杨 -巴克 斯 特 方 程 (QYBE) 


上 一 章 通 过 МЕ 及 其 他 模型 简要 地 介绍 了 QYBE 或 简 
PF YBE 的 起 源 。 自 从 这 些 概念 出 现 以 后 ,尤其 是 YY 算 符 ( 满 足 关 
RAC. 2. 58) ~ (2. 2. 60)) 表 现 为 置换 算 子 Р 的 一 种 变形 形式 
(2. 2. 57) 式 ,并且 不 只 是 对 玻 色 子 系统 为 正确 的 这 个 特点 得 到 了 
极 大 的 发 展 .由 于 粒子 数 守 恒 时 ,量子 场 论 与 多 体 问 题 在 一 定 意 义 
上 是 等 价 的 ,因而 从 低 维 量子 场 论 的 角度 去 理解 YBE 是 件 很 自然 
的 事 。. 从 (2. 2. 57? 式 所 示 的 有 关 散 射 矩 阵 的 角度 ,更 容易 想到 用 场 
论 描述 它 , 是 不 难 做 到 的 ,量子 反 散 射 方法 正 是 低 维 量子 场 论 的 擂 
述 形 式 。 本章 将 从 S 矩阵 的 角度 介绍 YBE 的 物理 含义 。 它 的 解 的 
形式 及 相关 的 物理 应 用 则 将 在 以 后 其 他 章节 中 讨论 。 


$3.1 RTT 关系 与 QYBE 


第 一 章 讨论 了 转移 矩阵 Ti.(W) 的 经 典 泊 松 括号 。 当 中 C4) 和 矩 
阵 起 了 关键 的 作用 , 它 的 地 位 有 些 类 似 于 正则 泊 松 括号 (1. 2. 1) 式 
下 述 的 结构 常数 ci。 类 似 于 cs 满足 Jacobi 等 式 ,r (4) 和 矩阵 满足 ， 
СҮВЕ[ (1. 3.5) 式 ]。 第 一 章 末 也 强调 了 所 谓 量 子 化 并 不 像 线 性 理 
论 中 利用 场 函数 的 傅 氏 展开 ,对 其 展开 式 系 数 进行 量子 化 ,而 是 对 
(1.1.1) 式 中 的 辅助 抢 阵 函数 更 的 渐 近 行为 TCD 进行 量子 化 。 这 
种 量子 化 必须 与 场 量 的 正则 量子 化 相 容 , 其 中 谱 参 数 4 处 于 动量 
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的 地 位 ,而 量子 化 的 散射 数据 代替 了 原先 线性 理论 中 的 аг, BJ Hi 
位 .在 第 二 章 中 通过 一 些 具体 例子 ,已 经 看 到 了 这 种 量子 化 的 一 些 
特点 。 现 在 从 一 维 量子 场 论 的 普遍 角度 再 来 研究 这 个 问题 。 

前 面 已 讨论 过 一 维 非 线 性 场 论 的 正则 形式 , 它 的 特点 是 场 函 
数 含 于 (1. 1.1) 式 中 的 V(x, 1; 人) 之 中 ,可 记 为 了 (4(Cz)，A) , 场 量 
A Cx) ll S E АЕ. Hi V МАЈН IEEE TLCOH —7T- 
要 性 质 :在 微分 方程 (1. 1. 1) 的 形式 解 中 ,在 指数 积分 内 的 
V(AG). АНЕ x 的 次 序 排列 , 即 


T. (A, А) = Pexp {| V( AG. Л) dz | 


在 场 论 的 S 矩阵 理论 中 , 场 函 数 并 不 总 是 在 所 有 区 域 中 作用 在 波 
RSE ,而 是 短 时 间 “ 接 入 "的 。 例 如 Y(4(Cz)) -V(AO? Q0) 38 
z Xy | 


Ү(А(2)) = 0, № у < z < у, 
V(AGO) = У{А®(х)), Mrz 


Jl p i ЛЕЕ ВУНЕ, A : 


L » 
Т.А, А = Pexp| | V( A? (x)) dx + [^ vtae c)» da) 


1, 
= Pexp| | V( AG) dz | 


• Pexp (f vi AO (x)) dz | 


— T, CA? , A) ° Tr(A®Y 9 А) (3. 1. 1) 
И FW Р 1,›ҢЖ EE uy s. Ж: 
Т.А, A) = T,CA'", AT, CA, А) (3.1. 2) 


其 中 指标 с ШЕ OK fl, БНФ Е T'CA, 和 ) 作 为 场 量 4 
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1708 RO ARE TERRE. YECG. 1. 2) 式 中 ,辅助 空间 的 矩阵 元 
Tw 是 量子 力学 算 符 , 作 用 于 Hilbert 空间 。 描 述 单 粒 子 态 可 使 用 
10, 站 ,其 中 9 为 快 度 (rapidity), j 代表 粒子 内 部 自由 度 。 由 于 粒 
子 是 自由 态 , 它 的 能 量 与 动量 满足 

c = mchÜü, p = msh@ (ë — р? = m?) 
内 部 量子 数 j 可 以 是 自 旋 或 其 他 分 立 变 量 。 将 了 C2) 作用 在 个 
粒子 的 渐 近 态 时 , 它 可 以 分 解 为 上 个 单 粒 子 态 的 连 乘 形式 ， 


k 
|6171» t 60) = П LAR 
i=] 


我 们 知道 粒子 的 渐 近 态 有 in AA out AE HEUS 
T LV 0,7, °°. 0,7 ы 


= У) Talai Taa bjd Ta lbj 63.1.3) 


其 中 |  )o 为 通常 量子 场 论 中 的 “出 ? 态 ( 可 参阅 文献 L1,2]) 3F H 
次 序 按 8 < GES D H., HTE  )a 需 要 把 因 式 化 的 算 符 指 
АЛ): 

T. 16,7, 0, j; ,* 0, iis 


一 > T |0, PT apa, (bajo T, а ДУ. (3. 1. 4) 


考虑 单 粒子 渐 近 态 时 ,动量 算 符 P 与 了 .对 易 , 而 |2 力 是 动量 算 符 
的 本 征 态 , 即 : 
P|0); = 0|0;> , 即 有 


(@j|[P, T4]|0 J> = (0 — OOj Talj = 0 
H T ròl) = 0, h FARY.: 
(0j |T 410 7 = 9€0 — OT ajor (3. 1. 5) 
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按 量子 场 论 ,熟知 
lin? = S |out? (3.1. 6 
其 中 S 表示 5 矩阵 , 故 有 : 
ou 6013» 0575 191» С) 
= ACA — c, )6(0, — c,) S (0, -一 0.) + (0,0, , Jijo) 
(3.1.7) 


其 中 “十 ”号 对 应 于 玻 色 子 情况 ;而 “一 ”号 对 应 于 费 米子 情形 .为 简 
单 起 见 , 以 下 只 考虑 十 号 。 在 下 列 矩阵 元 中 ,插入 完备 中 间 态 


> [аа de; |o; k,, сЁ, У. 691,» а, = 1 (3. 1. 8) 
ki ko 


out (60,3, ° 0^, j; | T | дут, Ы 0,1; Уш 


> fdo,do, ou 2515 0232 116,» 9? 
ЕА, 
• 6026, |T ac 102.) in 011 ІГ. | Diir Yin 


= > META? , 9j, Ө.А; Ы 0,5, T a (02) ) АР ( T (85) ЛР 
ki. 


> (800, — 0,)8(0, — 0,)5,,,, (6 — 6) 
kj» k, 


+ (0', 0". , Jj) ) ( T a (0,) ) 
另 一 方面 ,如 果 插 入 


(Talha (3.1.9) 


koin 


У [алаа |а, с.) ол ou (011, 92| == 1 
Ё, Ё 
1° 2 


则 有 
out (0^ A l "PST |T a | б\т, 9 бы, )in 


= 
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一 > |4о,до, out (8 5 32 IT | б›Ё; ош ош (057 IT, lo Roa 
1' k, : f 


e sORis СЁ 1012; ‚ 0,1.) 


= У (T, (@,)) 


k): Ë, 


* 5, Qd (6, 一 01) + (0 0^, , ki**k,))} (3.1.10) 
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H (3.1. 9) 式 与 (3. 1. 100 Н. 


DU ia, (Ó, — 60 UTC) LL (Ta) 1 


UT Su (05) ) i (90^ m 0,26 (0, И 0,) 


Joto 


У ‚4\0; — 0.) 


jgk, Es 141 


= $OQOD) ja (Ta 2) 


AR, 


(3.1.11) 


引入 记号 : 
ьа, (0) = z (O) (3.1.12) 


Блу. 1^2 Куз. 2^1 


注意 在 相当 宽 的 一 类 模型 中 Se = 5, sa 则 (3.1.11) 式 可 
EFJ OT kis А,, c 相 重 指标 求 和 ): 


оь (Oz — ODT a (0,)), RUFI 


一 ( Т.б, ) ) A5 ( T (0) ) jh, Pas. 1 (б, m 0,) (3. 1. 13) 
ERKA mA AmE 28 : 


(R (0, m д, YT (YT ACA, j 


— (Тө, YT. (,) R(Ó, иш 0.) P КА 
由 于 辅助 空 = [Н] BJ dH EX г, 12» Jis Ja 是 任意 的 ， 上 和 式 可 以 写 为 简单 
的 矩阵 形式 : 
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R(0, — 0)T..(0,)T., (0, = T (ODT ORG, — 0.) 
(3. 1. 14) 


Нфт с, T = T б 1, T = 1@ T 与 前 两 章 定 
义 相同 。 注意 人 ,是 量子 算 符 因而 次 序 不 能 颠倒 ,而 十 中 的 1 表示 


辅助 空间 标号 , 即 第 一 辅助 空间 ,而 荆 中 的 2 表示 第 二 个 辅助 空 
间 。 引 入 算 符 ,其 作用 为 : 


Pij, mn 一 Ó; jm (3.1.15) 
并 令 RO = РКО) (3. 1. 16) 
JF Bl R (0), = К), ы (3.1.17) 


则 (3. 1.14) 式 变 为 : 
R (6, — 0,)( T... (0,) Q T.,,(0,)) 
= (Т.00) Q T',(0,)) R (8, — 0) (3. 1. 18) 
很 容易 用 分 量 形 式 证 明 上 式 。 将 它 写 为 (对 重复 指标 理解 为 求 和 ): 
(0, — O) (T a0) QT aO) А, 


2^1 2*1 911 


(0, m 0i) 


м 
K; jy Ë 


— ( T, (0,) 的 T 4,(0,)) EE kb R, Ë 


2^1 2^1* !2'1 


R, j. kk (0, mn 0.) ( T. (8,5) "A T, (0.2) ki 


2] 


= (T,00) ja CT4C0)) л, Á ， i (6, m 0i) 


172' 21 


与 (3. 1.13) 式 相 比 较 , 可 知 尺 与 之 间 的 关系 由 (3. 1. 17) 式 给 出 。 

由 于 a 5 b 为 任意 量子 空间 甜 阵 元 指标 , (3. 1. 14) 式 与 
(3.1.18) 式 中 4,5, c 可 取 值 1，2,… , MOM 可 为 任意 大 ), 而 i， 
js k, 1 则 取 值 在 辅助 空间 ,例如 对 自 旋 广 辅 助 空间 ij … 取 1， 
2 或 十 , 一 。(3.1. 14) 式 与 (3. 1. 18) 式 均 称 为 RTT 关系, 仅 是 两 
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种 不 同 写法 。 正 如 一 再 强调 的 ,a, b.c. … 代 表 量 子 空间 指标 ,不 
要 与 第 二 章 中 用 的 散射 数据 a, b. с. d 相 混 清 。i，j,… 为 分 立 的 
指标 , 它 称 为 辅助 空间 ,而 (9) 作为 算 符 形成 的 Hilbert 空间 称 为 
量子 空间 , 它 常常 是 无 限 维 的 。 以 后 要 举 出 例子 ,用 Zw 对 称 性 实 
现时 ,也 可 以 是 M 维 的 ,M 为 任意 正 整 数 。 由 于 (3. 1. 140 XC 
(3. 1. 17) 式 对 任意 量子 空间 指标 а, b 都 成 立 , 一 般 为 了 书写 简 
iB ,往往 丢 掉 这 些 指 标 标 记 。 这 样 就 把 (3. 1. 14) 式 与 (3. 1.17) 式 写 
成 了 第 二 章 中 RTT 关系 的 形式 ,但 要 记 住 ,这 时 每 个 本 (9);;, 即 辅 
助 空间 的 矩阵 元 仍 是 量子 空间 的 算 符 , 它 们 的 运算 遵从 算 符 的 运 
算 规 律 ,包括 不 对 易 性 。 

再 强调 一 下 ,一 般 地 了 (9) 在 辅助 空间 是 NXN 矩阵 ,每 个 矩 
ETOC, j= 1, 2, ND 是 量子 空间 中 MXM 矩阵 表示 
的 算 符 ,M 可 以 为 无 穷 。 而 ROD (或 RC0)) 则 为 N: х № 0 с Е 
FER., RTT 关系 的 意义 在 于 :对 给 定 的 某 个 c 数 ROERE, Е 
确定 了 和 矩阵 元 T(0); 之 间 的 对 易 关 系 。 当 =I (单位 矩阵 ?或 
R 二 PP 时 ,显然 导致 (9); 之 间 完 全 对 易 。 此 外 ,RC(9)( 或 RO)) 占 
据 两 个 辅助 空间 ,如 果 将 两 个 空间 分 别 标记 为 1 与 2, 则 显示 的 记 
法 为 R,, (0), 这样 就 和 7 了 (2) 在 辅助 空间 的 标记 统一 起 来 ,从 而 
(3. 1. 18) 式 可 以 更 清楚 地 写成 : 


RO — TOTO = ТЭТК, CO — @') 
(3. 1. 19) 
Тө) —T(4»G1, T@)=1@T( (3.1.20) 


正如 第 二 章 所 讨论 过 的 ,由 局 域 变换 关系 可 以 导出 YBE, 现 在 从 
整体 的 RTT 关系 ,同样 可 以 推出 YBE。 因 为 YBE 的 本 质 是 由 于 
算 符 存在 结合 律 。 考 虚 由 三 个 辅助 空间 组 成 的 整体 量子 转移 矩阵 


Т), m = 1, 2, 3, 算 符 的 结合 律 意味 着 
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ОТОТ )) 100") = TO (To? E) (3.1.21) 
亦 即 不 同 空 间 中 的 工 的 交换 方式 有 两 种 :一 种 是 和 完 交 换 2 和 3, 男 
一 种 是 先 交 换 ] 和 2: 


2+» 3 1+» 3 1=>2 
(l, 2, 3) — (1, 3, 2) — (3, 1, 2) — (3, 2, 1) 


(1,2, 3) 1 (2,1, D (2,3, 1) * (3, 2, D 
相应 的 运算 分 别 为 
RO — 0)RíGO — 05 RíGO! — YT coy T c? Te 
= TQ» (O YT (OR 00 — 9 )RíGGO — 0)R, (0 — 8") 
(3. 1. 22) 
5 
Rb — ODR (0 — OAR a0 — 9 YT CGYT (P? YT (9?) 
= ТОӨ"УЇ СӨ TD RG — ODR — 0) R,,(0 — 9) 
(3.1. 23) 


类 似 于 第 二 章 中 YBE 的 证 明 ,比较 (3.1.22) 式 与 (3.1. 23) 式 得 到 
{Ra (0 — ONR, (0 — PRO — @')у—1{Ё\у„(@ — 0') 


. R (0 — ORo — 0), ТОТ УТС" = o 
由 于 三 个 空间 中 人 (0) 是 独立 的 ,上 面 的 对 易 括 号 中 第 一 项 必 正 比 
于 单位 矩阵 IGOIGOI ,再 注意 到 它 的 行列 式 等 于 1, 从 而 导出 : 


Ri, Cu Ri + vV)RAóQ) = R,,CGo)R i (и + v)R lu) 
(3. 1. 24) 
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R. (u) Rs Gu + v) Ris Cv) = К Ço) Ru G Tv) NOS 
(3.1. 25) 


其 中 zx = 0— 0,0 = 0 —0", 显然, 如 果 了 (0) 不 满足 结合 律 3D 
么 从 RTT 关系 就 得 不 到 (3.1. 24) 式 。 为 了 统一 起 网, 代替 0, 我 们 
将 使 用 谱 参 数 x ну r= e CITH е“). (3.1. 24) 式 或 (3.1. 25) 式 
就 是 量子 的 YBE ,或 简称 YBE 。 为 了 方便 读者 查阅 文献 时 对 各 种 
常用 的 (或 R) 的 矩阵 元 指标 记 法 不 致 产生 误解 ,我 们 简要 地 介 
绍 它 的 指标 记 法 。 


将 六 su) 的 矩阵 元 记 为 
К ан = R (и), u (3. 1. 26) 
相应 地 
RGOÀ = Ё Go (3. 1. 27) 


从 而 (3. 1. 25) 式 与 (3. 1. 24) 式 的 矩阵 元 形式 分 别 为 : 
R (и) R Cu + ve ROv) 
= Rey: R G+ өр, Ro (3. 1. 28) 
RGD RG + v), 2RGO Z7 
= Кш), RG + v) ROO (3. 1. 29) 
上 两 式 中 , 相 重 指标 代表 求 和 。 它们 可 用 图 来 表示 ,例如 炎 (x) 矩 阵 
可 以 由 图 3. 1 表 出 :这 种 表示 的 意思 是 ,两 个 粒子 在 散射 前 分 别处 
于 固定 的 观察 空间 1 和 2, 如 虚线 所 示 。 分 立 的 自由 度 为 i,j, 散 射 
以 交叉 表示 ,从 图 上 看 届 对 应 上 交叉 (over crossing), ШК OS 


下 交叉 (under crossing)。 散 射 后 ,在 空间 1 和 2 的 粒子 分 别 具 有 
内 部 自由 度 和 /!。 要 强调 ,这 里 “空间 ?是 指 观察 者 的 空间 ， 
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(3. 1. 28) 式 的 图 示 为 图 3.2, 故 YBE 反映 的 是 上 面 三 条 线 中 若 任 
一 条 平行 移动 , 则 保持 不 变 。 每 个 交 又 点 代表 一 次 碰撞 ,角度 关系 
代表 动量 守恒 。 


Ё‹и = (3.1.30) 


时 间 e 


— ана æ н e e аан а а а а А аә = 


(3. 1. 31) 
(Rao) = 


1. 
і 
! 
i 
| 
| 
і 
i 
і 
| 
| 
| 
I 
| 
14 
| 


* 
w “< s ш = жт s s s s EN "s 
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3.3 


图 3. 2 指明 ,从 观察 者 而 言 ,mz; 为 空间 1, jije 为 空间 2,kik， 
为 空间 3。 三 进 三 出 的 $ 矩阵 满足 因 式 化 条 件 , 如 果 它 能 分 解 为 三 
个 两 -两 粒子 散射 的 S 矩阵 的 积 , 那 么 必须 满足 以 下 条 件 :碰撞 首 
先 发 生 在 1, 2 空间 ,再 发 生 于 2, 3 空间 ,最 后 在 1, 2 空间 ,应 当 
等 于 首先 在 2，3 空间 发 生 , 再 于 1, 2 空间 发 生 , 最 后 发 生 在 2，3 
ZE. AX YBE 的 早期 论文 汇集 可 参阅 文献 [4j。 

(3.1. 29) 式 中 Ri,，Ris，R2: 指 明 的 是 粒子 自身 的 空间 ,就 是 
图 3.1 中 直线 目 身 的 标号 , 沿 天 号 读 出 。S 窍 阵 因 式 化 有 非常 简单 
的 物理 说 明 .由 于 动量 是 一 维 的 SUC ER EC COD TET E BERI ,内 部 分 
У B BILE i. BIA EXE EL НРА У 0; (00 9,C(0 ) ,那么 弹 
性 散射 后 应 当 交 换 动 量 ,而 内 部 自由 度 应 为 各 种 取 值 的 线性 组 合 ， 
BUS 


d; (029,(0 = RECO — O p 09,00 (3. 1. 32) 


因为 散射 前 后 渐 近 态 之 间 的 差别 就 以 R 矩阵 表示 , 它 依赖 于 
(8 — 0) 表明 了 洛 伦 兹 不 变性 (9 为 快 度 , 非 相 对 论 时 即 为 速度 )。 
由 于 三 个 少 算 符 满足 结合 和 
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p (0) | pi, CO" Dpi CO") ) — ( Фф Cpi CU) ) Ф, CO") (3. 1. 33) 


则 导致 (3. 1. 29) 式 。 注 意 ,这 里 讨论 的 RR 矩阵 正 是 粒子 散射 后 没 
有 反射 行为 的 S 矩阵 , 当 存 在 反射 时 要 进行 附加 的 考虑 中 。 
R 矩阵 与 丸和 矩阵 的 另 一 重要 性 质 是 它们 的 么 正 性 关系 : 


(Roo) = R(— u), RG = 0) = I (3.1.34) 
(RG) 1 = R(— u), ((SG)) l = SC— u)) 
(3.1.35) 
К(и = 0) = P 
其 图 解 为 ; 
R >< 274 
Z = > = = =! 
274 Ë х | 
(3. 1. 36) 
3.4 


此 外 ,由 于 RTT 关系 中 总 或 R КЕТ 5 T 相 应 的 宗 量 之 
差 , 故 T(0) 一 T(9 十 6) 时 RTT 关系 不 变 ,因此 可 将 人 工 矩阵 中 所 依 
赖 的 快 度 作 任 意 平移 后 , 仍 满足 RTT 关系 。 

由 (3.1.18) 式 , AGO dE ЖЕЕ G — 0 一 % ), 有 


TOOTO) = RAO TOOTO Ё‹и) (3.1.37) 


因为 在 辅助 空间 中 居 与 ТУЖ HEXE Ж. БТ У 2 [B] a 3E 
阵 迹 之 后 ,得 到 


[t+rT(0), trT(@))= [z(0), c(05)]—0 (3.1.38 
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其 中 [ ，] 表 示 量 子 对 易 括 号 。 将 r(0) 展 开 : 
r(0) = Mem (3. 1. 39) 


r(0)sk Inz (0) PRSE TH BE BJ E pR Ж. 483 
Lr г”? | = 0 (т, л = l, 2, e) (3. 1. 40a) 


即 为 守恒 量 族 。 选 取 其 中 一 个 (或 一 些 量 线性 组 合 ) 为 哈密 顿 量 , 则 
构成 了 守恒 量 族 。 在 许多 模型 中 ,为 与 经 典 理论 一 致 , 取 lnr(0) 为 
守恒 量 的 产生 范 数 。 至 于 哪个 守恒 量 是 哈密 顿 量 ,一 般 要 和 具体 物 
理 模 型 或 经 典 理论 对 比 ,以 更 好 地 确定 其 物理 意义 。 当 然 ,核心 是 
该 哈密 顿 量 可 以 对 角 化 ,有 明确 的 物理 内 容 。 

从 第 二 章 所 给 出 的 例子 中 可 以 看 出 , 所 有 的 尺 和 矩阵 , T AREE 
除 谱 参 数 x 外 ， 仍 然 可 以 包含 一 些 独 立 参 数 ,， 在 简单 情况 下 可 以 
是 一 个 , 复杂 的 情况 下 可 以 不 只 一 个 。 这 个 YBE 允许 的 附加 参数 
具有 极为 重要 的 意义 , 它 可 以 和 模型 的 耦合 常数 有 关 。 它 表明 整个 
体系 的 非 线性 性 质 与 该 参数 的 存在 有 密切 的 关系 。 设 Кои, 7) 
G, j 1, 2, 3) 为 (3.1. 29) 式 的 解 ,现在 看 7 很 小 时 YBE 的 
极限 : 

R.,Gu, 7) == I + igr4QO + ор) Gj = 1, 2, 3) 


将 它 代 入 YBE(3. 1.25), 注 意 (i7) 一 次 项 消去 ,只 考虑 二 阶 项 , 即 
得 到 : 


[riz (a), ri; Си + о) | + Iri QD, ra (0) | 
+ [rlu +v), 300) ] = 0 (.1.40b) 


它 正 是 CYBE ,因此 CYBE 是 YBE 的 经 典 极 限 。 引 入 一 个 新 的 
参量 
q = e'(nk q = e") (3.1.41) 
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当 9-0 8 q— 1 BF, (3.1. 25) 式 回 到 (3. 1.40) 式 。 举 例如 下 : 
对 МЕН R B 5 


и — ic 
р^ (и) = 1 “ — ic =1 ic р 
u — 1c u 
и — ic 
将 c 一 7c 然后 取 7 一 0, 则 有 
1 
. с 0 1 с 
RNS CGu)=1 + igr(, r(u) 一 一 一 =— —P 
7 1 0 u 


这 个 例子 表明 R SB ЖН 1ТЕЯ Ж RRR, PERERA, RE 
如 对 XXZ 模型 ,可 用 类 似 方法 取 极 限 ,将 它 的 RC(u, аә EAE 
为 形 如 NSE 的 有 理解 形式 。 


再 看 RTT 4 q—>1 时 的 行为 ,将 (4, QSTA, piis 
展开 (q = е") ; 则 有 


TA, q) =< Í + пас, A) 
T, q) == Í + пахса, н) 
Д] C3. 1. 14) 式 变 为 
1+ СА — Z) u + пас, А) | (7 十 gazte, Ao | 


= {1+ |а, Diu пасе, DYU Hira — 2) 


比较 1 RT LE. 
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[axdyCLc. А), Lay, © | 


= c [ra в, |а, А + Lo, 2» | 
ERA mST 
(— i) аду" — 10, LG, АЇ Ку, WJ — y) 
于 是 得 到 : 
[Ez, А), Lo, 012 UG. À) @ LO. 2] 
= (DEA — д), LG, А) I + 1G) 10у, VBa — у) 
由 于 量子 对 易 插 号 向 经 典 泊 松 括 号 过 渡 时 有 : 
(—DL, J—>{,)} 
于 是 得 到 ， 
(LG, А QL, 2] 
= (r(A — н), LG, 22369 I+ IG Liy, 8G — y) 


5 (1. 2. 100 K JH EK, ЕЈ L (>, А) IE Æ Lax-pair 中 的 
VG, 4)。 可 以 说 ,RTT 关系 是 基本 泊 松 括号 的 量子 化 形式 ,而 R 
矩阵 是 经 典 r ERER q 变形 , 即 R SE Л F q 变形 的 “结构 常数 ” 
的 地 位 。 要 强调 的 是 ,R Ж Жс 数 窍 阵 , 除 谱 参 数 外 它 还 依赖 于 
其 他 参数 ,最 有 代表 性 的 是 依赖 于 gq, 当 g 关 1 时 ,引起 了 转移 矩阵 
的 矩阵 元 的 不 对 易 性 。 如 果 希 望 这 些 对 易 关 系 中 包含 普度 克 常 数 
万 ,那么 应 当 有 9g = е". 

与 经 典 理论 平行 ,用 RTT 关系 解 问题 的 步骤 "如 下 : 

1) 求解 YBE(3. 1. 24) 式 或 (3. 1. 25) 式 , 它 是 一 个 依赖 于 谱 参 
и 与 g 等 参数 的 c 数 和 矩阵 方程 。 乍 一 看 , 它 包含 太 多 的 方程 。 例 
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WT HNX NEER, RE N XN’? ARAL. BERE, H 
于 守恒 律 等 限制 ,导致 许多 元 素 为 零 . 它 不 但 简化 了 计算 ,同时 ,这 
种 解 对 应 着 存在 某 些 对 称 性 的 有 意义 的 物理 模型 . 

2) 给 定 YBE Ru, 7D ,求解 RTT 关系 , 亦 即 找 到 了 械 (w);; 的 
对 易 关 系 ,并 用 满足 更 简单 的 “基本 ”对 易 关 系 的 物理 量 表示 T (и). 

3) 建立 Fock 空间 ,对 角 化 tr7 (и) (或 lntrT(w)), 从 而 得 到 
谱 形 式 。 将 哈密 顿 量 作 用 该 空间 时 , 求 对 易 关 系 ,结果 除 对 角 部 分 
外 还 有 非 对 角 部 分 出 现 ,有些 模 型 中 可 令 非 对 角 部 分 的 系数 为 零 ， 
从 而 使 整个 非 对 角 部 分 消失 。 这 时 便 对 谱 参 数 构成 条 件 ,它们 相应 
TES Bethe-Ansatz 方程 。 

4) 利用 RTT 关系 寻找 非 线 性 相互 作用 系统 的 新 型 对 称 性 ， 
即 量 子 群 (包括 Yangian 与 量子 代数 ), 以 后 会 着 重 介绍 。 

5) 将 上 述 绪 果 应 用 于 实际 物理 问题 ,特别 是 有 关 凝 聚 态 物 理 
过 程 、 高 能 物理 与 量子 力学 等 方面 。 这 些 方面 的 研究 刚 开展 不 久 .。 

以 后 将 沿 上 述 步骤 介绍 有 关 进 展 , 包 括 作 者 所 属 研 究 组 的 成 果 。 

最 后 要 强调 ,上 述 的 TC(w) 是 作用 在 某 个 量子 空间 的 算 符 , 而 
К(и—о0) J} с 数 和 矩阵。 如 果 对 量子 空间 成 立 


RG —)LGOLG) = LG LGORG — v) (3.1.42) 


并 且 不 同 量子 空间 中 任意 量子 算 符 为 玻 色 型 时 ,有 
[L2 (u), Ld(v)] = 0 (п Z т) 
易 证 
TG) = Lau GOLs1G0-*L;G0LóíQ0 = [| £62 


(3. 1. 43) 
仍然 满足 RTT RR: 


RG — OTOT = ҒО) Т (и) (и — v) 
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其 中 工 ,(z) 为 作用 在 第 x 个 量子 空间 的 算 符 , 在 最 简单 的 情况 ,这 
里 x 可 以 表示 一 维 格 点 的 标号 ,每 个 格 点 处 有 一 个 量子 空间 , 它 在 
辅助 空间 是 有 限 维和 矩阵 。 实 际 计算 中 ,可 以 将 解 出 的 L(w) 的 每 个 
ЖИ n 下 标 , 再 作 连 乘积 即 可 构成 T(xu)。 同 时 ,由 于 在 
Ти) РЇ и 作 平 移 不 变 , 亦 可 定义 


N 
TG) = |] L,G — u,) 
a=] 


这 种 转移 矩阵 称 为 整体 转移 矩阵 以 区 别 于 局 域 转移 矩阵 L, Си), 
CEET N 个 独立 参数 x,。 最 后 ,要 指出 ,不 是 任意 T() 的 解 都 
可 以 写成 上 述 连 乘积 形式 , 它 只 是 构成 了 (zx) 的 一 种 方式 。 一 般 说 
H RTT 关系 可 以 决定 出 整体 形式 的 了 (ww) 和 矩阵 ,有 时 它 不 能 分 解 
为 连 乘 形式 ,长 程 相 互 作 用 模型 与 一 些 陀 螺 模 型 是 这 方面 的 例子 。 
在 进一步 讨论 RTT 关系 与 YBE 一 系列 结论 之 前 , 先 讨论 由 尺 
矩阵 决定 了 哈密 顿 量 的 例子 ,以 帮助 了 解 КТТ 关系 的 基本 操作 过 程 。 


$3.2 人 简单 的 例子 


首先 要 了 解 ,YBE 本 质 上 是 一 个 相当 简单 的 关系 ,因为 置换 
运算 就 满足 类 似 的 关系 : 


P oP P; — P, P Pu; 


132 Pia 312 


(3.2.1) f» Pu 
123 321 
它 的 图 解 为 图 3. 5。 亦 即 两 种 运 
算 方式 的 结果 是 一 样 的 。 所 谓 e Ра 


YBE 只 不 过 是 (3. 2.1) 式 的 扩 213 P 231 
展 , 即 把 每 个 置换 算 符 扩展 为 (1, 2, 3 代表 粒子 自身 空间 ) 
G, J=1, 2, 3) 3. 5 
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P; —> К(и;;» ДЭ 


Hr и, = и, 一 wj 为 谱 参 数 ,g 为 某 复 参 数 ,使 得 К\и.,, 040585 
(3. 2.1) 式 有 相似 的 关系 (3. 1. 240 5. [КҖ ,ЕЕ PE ELI SERE P 的 
谱 参 数 化 且 是 9 变形 (有 时 不 只 q 一 个 参数 )。 不 过 这 样 一 来 有 一 
个 重要 变化 就 是 R 2 I, 同时 (3.1. 24) 式 限制 了 R Itu 与 a 的 依 
赖 关 系 , 当 然 , 最 简单 的 情况 是 不 依赖 于 gq BJ P 的 变形 。 

D YBE 最 简单 的 解 


RG) —uP +9 (3. 2. 2) 
非常 容易 证 明 , 此 时 
Ralu) Ralu + v) R, Go) 
= uv(u + v)P,PAP;; + (и + v) 
* UP Pa + oP, ,P D + тиоРї, 


+ JG + о) (Pie + Pa) Tcp 


Ra (и) Rislu + v) É4Q) 
= uv(u + v)P,AP, PA + (и + v) 
- (“РР + oP, P.) + uv Ps 
+ ZG + v) (P, + Pa) + m 


显然 ,由 于 Ph = 1 及 (3. 2.1) 式 ,上 两 式 相等 。 XE RGOSMEE TEPI 
论 8 函数 作用 势 的 量子 力学 多 体 问 题 时 已 经 研究 过 的 Y 算 符 ( 见 
$2. 2) ,其 中 谱 参 数 = k, — k, 为 任意 两 个 粒子 动量 之 差 的 连续 
化 。 相 应 地 

R(u) = и + 9P 


虽然 这 种 形式 的 R XE PE JETE S 8. , (H H CTE T G0 & $8 PESE 


——  —r 
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之 间 的 对 易 关 系 ,它们 是 与 模型 有 关 的 ,然而 这 些 对 易 关 系 的 实现 
却 是 多 种 多 样 的 。 例 如 NSE，XXX 链 模型 和 Toda 链 模型 等 等 都 
是 由 下 面 (3. 2. 3) 式 产生 的 ,只 不 过 用 了 不 同 的 物理 算 符 去 实现 这 
种 对 易 关 系 而 已 .换言之 ,不 同 的 物理 实现 导致 了 不 同形 式 的 哈密 
顿 量 ,但 它们 都 是 相应 于 同一 个 RRCu) ( 见 (3. 2. 2) 式 ) 决 定 的 完全 
可 积 量子 系统 。 

2) 考虑 置换 算 符 是 简单 的 表示 


P = (3. 2. 3) 


其 中 未 标 出 的 元 素 为 零 。 为 方便 ,将 (3. 2. 2) 式 中 的 7 取 为 1( 相 当 
于 x 一 27), 先 在 某 个 格 点 处 求解 


R Gu — v LGu) @ LG)) = (LG) @ LG) Ë G — v) 
(3. 2.4) 


ЖФ LORRA БВА Е, WO LC) 的 一 种 特殊 形式 


1 0 a а 
L(u) = | |+| | (3.2. 5) 
0 0 0 


а 21 


ЯН 67202,0, j= 1, 2) 为 算 符 ,它们 的 对 易 关 系 由 (3. 2. 4) 56 
决定 。 将 (3. 2.5) 式 代入 (3. 2.4) 式 ,发 现 a; 必 须 满 足 


[ans aiz] = — ài ERT az] = dzs ERT an] = 0 
(3. 2. 6) 
而 满足 (3. 2. 6) 式 的 代数 关系 正 是 海 森 伯 代 数 ,可 以 用 下 式 实现 ; 
a, =— P, ау = ех, as = e * (3. 2. 7) 


其 中 
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[q, p] - 1 @ = D (3.2. 8) 


(3. 2. 5) 3X — C3. 2.8) 式 对 所 有 格 点 处 都 是 正确 的 。 在 一 维 N 个 格 
AE HME n 显示 出 来 , 则 有 


1 0 一 p, e^ 
= | l | | (3.2.9) 
о 0 e M4, 0 
相应 地 
[gns Pm] 一 16,,, (3. 2. 10) 
H (3. 1. 43 NS E ЕЕ. 
N Alu) BG) 
TQ) = Ці, = | | 
п== 1 C(u) Du) 
N 1 O 一 Р, elt. 
= Tua! | (3. 2. 11) 
IH N И n 0 |} 


为 了 与 经 典 极限 一 致 , 取 in trT(w) = 1пА(ш) 42 E E 8J HE PK pR 
数 ,由 于 
AG) = 1 - u A, + x 4, 二 ，…: 


N N N 
А, = > b. A, = > bb. + 2 jexp (iCq,.; 一 qa)? 
n=] n=] 


ncm 
В: 
InA(Cu) = Meu = ]nn(1— z 'A, + x °A, + +) 
j=1 
(3. 2. 12) 

守恒 量 为 

ci =— А, с = 2А, — Ai 
注意 到 : 


N N N 
[ 2.) = 2» bp. УА 


п> m 
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以 及 周期 性 边界 条 件 ,得 到 


N 
Р — — C 一 >>, 
n=l 
R (3. 2. 13) 
1 b. : 
H = БЫ: = > | PI + exp {ilgu — Qa)? 
n=l 


P 5 H S SB s ЕХ ЖИ 28 ji Bt , X EE Toda 格子 模型 , 它 是 一 
维 耦 合 振子 的 推广 .有些 文献 中 采用 另外 一 种 表示 形式 ,将 7 取 成 
1,49 

— p, 


e?» 


1 0 — ef 

L,(u) = | lel | (3. 2. 14) 
0 0 О 

类 似 计 算 给 出 


N 2 
H = 2; i£ + ехр(9,:1 一 q.) | (3.2. 15) 


= 


(3. 2. 9) 式 的 特点 是 右 端 首 项 不 是 了 而 是 А | ,这 大 大 简化 了 
(3.2. 11) 式 中 有 序 乘 积 的 计算 。 一 般 可 取 为 |。 MI 
] 0 а qa, 
3) 取 L (и) = | E e| | (3. 2. 16) 
0 g аз da, 
ЖЕ Z 0, HG.2. 4) 式 给 出 ciG = 1, 2, 3, 4) 满足 的 关系 : 
[е а; | = — аз, [ai аз | = а;, [а,, a; | = 0 
[а„, d; | = gu», [а,, аз] 三 一 Has s [а,, as | = а, — ма, 
(3. 2. 17) 
(3.2. 17) 式 可 以 有 多 种 物理 实现 。 为 了 举 出 有 物理 兴趣 的 例 
子 , 可 考虑 一 种 简单 实现 , 它 满足 (3. 2. 17) 式 ,其 中 : 


a, — 1p, а, = Ве *ар- У) 
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аз = Re" Gip — Y), a, =— gb 


其 中 所 与 z 为 动量 与 坐标 ,7，B8 ，p: 为 常数 , 且 6.8, = — z, 将 
(3. 2. 16) 式 视 为 局 域 算 符 , 即 XE. p— р,, В 


y e ^» (1p, + У) 
е" (ip, — Y) 一 іар, 
(3. 2.18) 
从 而 整体 Cu) 可 以 由 LCu) 的 有 序 连 乘积 给 出 ,但 形式 很 复杂 


(因为 py 75 0)。 作 为 一 个 演示 性 练习 只 考虑 N = 2 的 情况 ,这 
EE 


] O 
L, (u) = | |+ и! 
0 y 


tr7;(0) = 1] + ⁄2 + u A, — и °A, 
其 中 
А, = 1(] — (An + pa) 


A, = {1 + £p — 2uch(xz, — x)))pib 
+ 12605 (х, — х) (р — p2) — 29Y*ch(x, — zi) 
它们 是 守恒 量 ,4, 为 动量 , 一 А, = H,, 为 哈密 顿 量 。 引 入 
z= LG, + ху), y = х, — ху, ЖЮ и = e° 
H, 一 -一 (44) ! A, 
pl le, 935. 12* 
= 5һ GF O9sh (y — 933 — 4 3g 
+ Yshy 2- + Тусу (3. 2. 19) 
Jy 2? . 2. 


这 是 描述 两 个 粒子 体系 的 哈密 顿 量 ,y 为 相对 坐标 ,x 为 质心 坐 
标 。 由 于 
Hy — E 
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ЛЕЛЕ $ = XGOY (y) , 则 有 


PAGO. 一 4coX(z) (cs 为 任意 常数 ) 
y? 
(YQ) | shy — dYQ) gw B o 
ау s| [772 dy sh [27-2 Jan [ 2272 ° 


»* Y(y) = 0 


最 简单 情况 为 6 = 0,1 u= 1 (A, = 0); 


аууу QU aro hy E 
аху? — — Y m mm Co — 


(3. 2. 20) 


为 看 出 由 YBE 提供 的 势 的 意义 , 先 考虑 当 y == 0 时 的 解 。 此 时 
(3. 2. 20) 式 变 为 : 


d:Y (y) 4Y dY (у) 


dx T y dy id 


+ la p TAE 
У 
(3. 2. 21) 
其 中 已 选 一 w^ = с, 它 表 示 质 心 为 平面 波 运 动 。 令 
Ү(у) = f(y)y( #7?) 
则 (3. 2. 21) 式 变 为 


d y y dy ° z 


PEO) у 1dfQD | la 
У 


l 2 
AEST 4 27-27 | w= 


(3. 2. 22) 
A Y!—aAE- È — 27 + 2, z = у 
则 (3. 2. 22) 式 解 为 


њое pe ае, АРАНАРГА. 
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Jf (z) = J,(x) (3. 2.23) 
当 y— ooh), I C. 2. 20) 式 变 为 
Y” + 2УУ' + С + z]y — 0 (3. 2. 24) 
当 y> 盖 0 时 ,7Y(y) 具 有 的 力 程 为 ~e-”, 呈 现 急 速 训 减 . WZ y — 0 
HT ES ETE C3. 2.22) 式 , 它 表 示 有 类 似 刚 性 “ 球 壳 ?” 限 制 的 结果 , 因 
为 现在 只 依赖 于 两 个 粒子 的 相对 坐标 ,该 连 线 在 空间 中 可 随意 转 
动 , 所 以 描述 的 实际 上 是 三 维 空间 内 对 称 的 行为 .该 两 粒子 系统 在 
互相 靠近 时 表现 为 无 穷 高 势 垒 的 限制 ,在 7 — 0 且 足 够 大 时 , 随 相 
对 距离 而 迅速 衰减 ,所 以 它们 表现 为 粒子 的 禁闭 行为 ,值得 指出 的 
是 ,这 里 的 作用 势 不 是 人 为 唯 象 引入 的 ,而 是 从 RTT 关系 得 到 
的 ,这 种 二 体 禁 闭 势 又 是 完全 可 积 的 。 


$3.3 АЖЕ УЕ 


一 般 说 ,(3. 1. 13) 式 中 指标 (a, 5,…) 可 代表 量子 空间 矩阵 元 
的 指标 ,或 统计 模型 中 竖 直 方向 键 的 自 旋 指 标 等 等 ;而 (i，j,…*) 
这 些 辅 助 空间 指标 可 能 代表 顶点 模型 中 水 平方 向 键 上 的 自 旋 指 标 
等 等 。 为 了 方便 ,以 下 用 希腊 字母 (a, B, AREG, b, D. XS 
应 作 广 义 的 理解 。 定 义 

R Ë (R= PR) 


Аз kits T EN k k, 
及 (L4), = RB = RE (3.3.1) 
其 中 工 就 是 (3. 1. 13) н ЖЖ {ЕН T , УТ 的 性 质 相 同 。 则 (C3. 1. 
13) 式 可 写 为 ( 令 w = 0 — 0); 

R5 Ru 1-0) Со), = Со) RG boy RO 
(3. 3. 2) 
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为 了 与 (3. 1.28) 式 比较 方便 ,将 重复 指标 的 求 和 改写 指标 为 : 


R GOTA RGB R GO г = RG Rt RR 


(3.3. 3) 
为 了 对 称 , 在 (3. 3. 2) 式 与 (3. 3. 3) 式 中 可 选 x& 一 0 — 0, и + о 
8, v 一 9, 这 只 须 满 足 相对 关系 即 可 。(3. 3. 3) 式 图 示 为 : 


`+ uv B^. Ç 
`. Ë = uv 7. 
` `. 
` . `. 
L NÉ -— 1s EN 
“р 
`, J: 
3.6 
à v 
` 
*u 
Ra)” = ` 
`Y 
"A £ Gh [B]? 


3.7 


这 里 ,虚线 代表 希腊 字母 , 实 线 代表 拉丁 字母 ,它们 可 能 代表 相同 
空间 ,也 可 能 代表 不 同 空 间 。 相 应 的 碰撞 仍 分 别 用 RZ (不 同 空间 ) 
与 RC(u 罗 (同一 空间 碰撞 ) 两 种 类 型 的 R AB PEOR СИЈА, 7 代表 
pz: Hua. B 代表 SU(3) 内 空间 指标 )。R& 是 КУЙДЕ Г 3198 
в YBE. 当然 ,虚线 和 实 线 可 以 作 各 种 理解 ,例如 ,可 想象 实 线 代 
表 自 放 为 二 的 粒子 ,而 虚线 代表 自 旋 为 1 的 粒子 。 当 (a, 8，…) 与 
(i，j，*") 重 合 时 ,(3. 3.3) 式 就 是 形 如 (3. 1.29) 的 ҮВЕ. 
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为 了 将 RODERES 8 2. 3 中 引入 的 统计 模型 权重 函数 zo Ga | 
B 站 联系 起 来 ,从 而 建立 RC(u) 和 矩阵 与 哈密 顿 量 的 关系 ,比较 (2. 3. 
27) 式 与 (3. 3. 3) 式 ,可 以 引入 
8 


I 
і 
wGa|8j) = RË =i —————— j (3. 3. 4) 
| 
| 
| 


则 (3. 3. 23S REO, 
to ij; li Эч! (j'a) „уш! G' B| ja) 

= w' (al Bj yw GB | ui! xo G' j’ | jaia) (3. 3. 5) 
( 相 重 指标 代表 求 和 ),w 与 w' 可 理解 为 玻 耳 效 曼 权重 ,上 式 是 巴 
克 斯 特 书 中 顶 角 模型 提出 的 方程 的 特殊 情况 。 由 于 尺 (4)% 就 是 
局 域 的 转移 抢 阵 元 (Ze)，, 对 同一 个 关 和 矩阵, 将 不 同 的 (w，p,) 空 间 
URO EREK Е КТТ 关系。 注意 相 重 指标 代表 求 和 ,局 
域 的 元 算 符 满足 

R (и — о) (Lau) ) g (Las C0) i 

= (LaG)) 5 (Ly Q0): R Q — vg (3. 3. 6) 

作 工 矩阵 的 连 乘 仍 用 了 表示 ,它们 满足 (3. 1.13) 式 ,有 
(TUG OS) = (Leg Q0] 2 ( Leo Q0) +. ( Lanty QUO] 


= k aot Rhi Ros Roof (3. 3. 7) 
用 黑体 的 a 与 B 代 表 
æ = (as a, е, ау), B= (Ris Res Ba) (3.3.8) 


则 (3. 3. 7) 式 仍 满足 RTT <£: 
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R (и — o) ( T9? (058) Q (T? CoD) 
= (TMO) Q (T Gf) R G — v) 63. 3. 9) 


Жз АЛЕН Ж ЕЖЕ л ЖА UO, Bz» tt, Bx SK, 其 图 示 如 
图 3. 8 所 示 : 


— 9 чи зин m ан s a 


— j -—— — ЧИР чы» чыр ар Р Qoam эт ыг =ш= == 
Ф 


Ls 
A 


Я В) == Їн] BAT КЕЗЕ у 
tr( TU u) = (т1н) ) = (CE (0) (3. 3. 10) 
= Ё (иба R hie Roof — (G.3.1D 
现在 考虑 (a, 8, …) 空 间 与 (i,j;, …) 重 合 的 情况 ,这 时 有 : 
R G = 0f ie = дедн. (3. 3. 12) 
(T Q0£)5], = 95 0585-92 ， (3.3.13. 


(T 60£) 7j2 


„- = Ohde eein- (3. 3.14) 


于 是 


Linah = (960) 718 3; (0 G0 


N 
`Ë 
= S)lanana.as- S Kasna oedfa 


(3.3.15) 
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用 空间 直 积 形式 写 出 , 则 为 : 


I Inr Qu) NE Dre DOO T OE еи _ 
@ Тт Т (3. 3. 16) 
在 一 些 模 型 中 ,哈密 顿 量 用 (3. 3. 16) 式 定义 : 
Н = + Ка" О (и) _ (3. 3.17) 
系统 总 的 哈密 顿 量 则 为 : 
H = Ун... (3. 3.18) 


它 对 目 旋 链 模型 很 有 用 途 , 因 为 只 要 知道 YBE 的 解 就 可 以 写 出 一 
些 特殊 模型 的 哈密 顿 量 。 


作为 例子 ,我 们 讨论 自 旋 广 模 型 。 从 以 前 讨论 已 经 知道 RG) 
最 简单 的 解 为 RGO =u + P, 其 中 P 为 置换 算 符 ,其 实现 
CLAE 


Pu = -у{ М Notat) (3. 3.19) 
其 中 6g; HWB i IHR ЕН EPERE, ЖЕЎ 
Ё (и) = PRG) =uP +I (3. 3. 20) 
Bp 
R+ Cu) = иР, 4-1 (3. 3. 21) 


H (3. 3.17) 式 和 (3. 3.18) 式 知 此 时 成 立 
М 
Н, = Pa. H = X, Puin (3. 3. 22) 
i=] 


这 就 是 通常 XXX 磁 链 的 哈密 顿 量 .事实 上 (3. 3. 22) 式 是 YBE 的 解 ， 
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故 (3. 3. 22) 式 是 任意 自 旋 XXX ЖШ ИНН) — З, АЯ 
TF Pi,i+! 用 李 代 数 生成 元 表示 时 ,如 果 不 是 4,(SU (n 十 1)) 的 基本 表 
示 , 形 式 将 相当 复杂 , 例如 任意 自 旋 时 ,可 以 包含 许多 项 ,而 不 像 
(3. 3. 19) 式 那么 简单 , 自 施 为 1 时 可 参阅 文献 [10] ,而 自 旋 为 二 时 则 
为 熟知 的 海 森 伯 链 的 XXX 模型 ,去 掉 常 数 项 时 其 哈密 顿 量 为 


N 
H, = J `S, * Saza (3. 3. 23) 
n= } 


其 中 ,7 为 各 向 同性 交换 积分 ,S, = o, 3855 n Wë КАА АЛЕН. 
符 ,满足 对 易 关 系 

И 2| (3.3.24) 
此 时 与 此 R 48 BE E B ЕЕЕ БЕ РЕТИ ДЕ (3. 2. 4) 式 ,以 (и) 
WEE n 5n 十 1 格 点 处 RTT 关系 的 解 。 在 (3. 2.16) K PS 
“ = 1, 并 注意 满足 对 易 关 系 (3.2.17) 式 , 则 有 : 


1 0 — 53 S+ 
L, Cu) = +! 
0 1 S. S 


5°, S£] 一 1Є,ву.920,„„ 


(л = 1, 2, N) 


(3. 3. 25) 


Жн St= S! iS’, S'la = 1, 2, 3) 满足 (3. 3. 24) 式 。 现 在 要 证 
明 ,在 连续 极限 下 (3. 3. 25) 式 将 给 出 NSE 的 Lax-pair rag LS, 
BJ (2. 1.460 X. 

S LA GR 4 为 格 点 同 隔 ,c 为 常数 ): 


‚ | 
51 = — (gi p, + p. 52 = — (py, Ji 0.) 
-元 dp py yz 0. Pr p 
— Ac, = | Ас, 1/2 
53 211+ Seres]. e, = | 1 + 410, 


(3. 3. 26) 
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„а Tatá 


其 中 p = A7 | deg, D, gi ди | dzy* се, D 


(3. 3. 27) 


JF BI $, JE: x. 5 >, + A [Н EE On, 1) 的 平均 值 再 除 以 VY A。 以 下 
证 明 , 如 果 y 与 uz 满足 以 下 玻 色 型 对 易 关 系 : 


[jus Vu 1 = д, [é Ф] = [42 22 ]= 0 (3.3.28) 


则 如 (3. 3. 260 3X E X BJ Sz 必 满 足 (3. 3. 24)2 Н (5)? = 1 (ОҢ 
一 化 )。 
为 证 明 这 点 ,首先 证 明 下 式 成 立 : 


POPA Pa) = e(l o, + 1)ф„ (3. 3. 29) 
由 于 (3. 3.26); о7о = 1 + 8N,, N, = pipa В = <, 
则 有 


LZ, e CN.) | — B4... М, | = P, 
故 有 
PN d = (СМ) + 8) Ф, = PN, 十 1) 加 (3.3.30) 


它 表示 必 有 (3. 3. 29) 式 ,因为 (用 p, = 41 9) = #(N,)): 
#,o(N,)o(N,) = pCN, 十 1) 加 poCV) = pe XN, + 04, 


它 正 是 (3. 3. 30) 式 。 再 下 一 步 计 算 


($1, 51] = P (ut PONO. — PN Dd pCN,)) 


Ар eA 
= A1 АС 
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— л + “cN, — 1) gi) 
_ 2 cA. 1 ies 
_ 201+ №.) = is; (3. 3. 31) 
将 (3. 3.26) 式 代入 (3. 3.25) 式 得 到 ; 
L,(u) = E Ac A 
—iVAcpd, 一 1 — i — Z % 6, 
i i + у, i/o, 
= A Ac Ac 7s 
T іу Ac p, 2, 1 + 1 = + EXE 
(3. 3. 32) 
其 中 o. 为 泡 利 矩 阵 第 三 个 分 量 。 定 义 
LYS (ц) = | — а |1, = ls, (3. 3. 33) 
2 c 
则 有 
1-12 + 5 ura iV Дс фу p, 
LS (и) = A A 
— iV Ac p, d, 1+1=5 + M 
(3. 3. 34) 


由 定义 (3. 3. 272: REH, p Ууф 正比 于 A, 而 pb 是 Jy 
的 函数 ,如 只 考虑 到 4 的 一 阶 项 , 则 得 ; 


一 Su м cd 
LS (и) = I+: À (3. 3. 35) 
— X c Aq, -5u 


2 
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熟悉 孤子 理论 的 读者 立即 会 知道 (3. 3. 35) 式 正 是 NSE 的 Lax- 


pair 形式 (2. 1. 460 REOS 
在 结束 本 节 之 前 ,要 指出 ,本 章 中 有 意 用 9, wu 等 表示 谱 参 数 ， 
FB3 A RETE H RRES рр) RERE RA LER, 


EEO T RREESERESERE , 目的 是 使 读者 熟悉 众多 文献 中 所 用 的 符 


号 。 同 时 ,从 以 上 讨论 可 以 看 出 ,即使 工 抢 阵 或 了 和 矩阵 已 经 用 物理 
算 符 实现 出 来 ,决定 哈密 顿 量 仍 是 件 技巧 性 的 事 。 原 因 是 满足 
RTT 关系 的 系统 必定 是 量子 可 积 的 ,但 对 应 同一 个 R 矩阵 可 以 
有 无 数 个 模型 ,必须 在 整个 过 程 中 引入 具体 物理 实现 才 可 以 构成 
系统 的 守恒 量 。 这 个 框架 很 大 ,只 能 提供 一 族 互 相对 易 的 量 ,至 于 
哪个 是 哈密 顿 量 ,一般 要 根据 经 典 极限 或 考虑 其 他 因素 加 以 选择 。 
有 时 选择 trT(x), 有 时 选 lntrT(x), 有 时 选择 变形 的 量子 行列 式 


detT Cu) (对 有 理解 ) 或 det,T (wu) (对 三 角 解 , 均 参 见 下 童 ) 表 示 ,。 当 
然 核心 问题 是 能 够 将 它们 对 角 化 并 具有 明确 的 物理 意义 。 


$3.4 因 式 化 S 和 矩阵 理论 


在 第 二 章 曾 以 具体 例子 简要 地 介绍 了 杨振宁 等 人 提出 的 一 维 
量子 可 积 模型 的 S 撼 阵 理论 5。 从 量子 场 论 角度 ,由 (3. 1. 32) 式 
无 反射 渐 近 态 间 的 关系 亦 可 以 定义 S 矩阵。 我 们 知道 , 早 在 50 年 
代 末 有 人 在 S 和 矩阵 解析 理论 的 基础 上 提出 一 套 理论 ,企图 从 S A 
阵 的 解析 性 、 么 正 性 .交叉 对 称 性 (对 相对 论 粒 子 散射 而 言 ) 等 等 要 
求 决 定 出 S 矩阵 本 身 ,从 而 想 建立 不 需要 具体 哈密 顿 量 的 量子 散 
射 理 论 (例如 x 介子 散射 的 积分 方程 )。 然 而 这 种 企图 失败 了 , 究 其 
原因 ( 撤 开 量子 色 动 力学 等 不 谈 ) , 主要 是 两 点 :首先 是 这 些 理 论 是 
在 四 维 时 空中 进行 的 ;其 次 ,在 通常 量子 场 论 中 粒子 数 是 不 守恒 
的 ,而 且 多 粒子 散射 的 5 矩阵 是 互相 独立 的 , 即 没有 因 式 化 的 条 
件 。 例 如 在 处 理 nr 散射 时 ,中 间 态 会 出 现 四 个 介子 .六 个 "* 介 


UH UY SWN S 
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子 等 更 多 个 x 介子 ,而 多 个 * 介子 的 S 矩阵 未 能 分 解 为 两 -两 散射 
的 SS 矩阵 之 积 。 在 一 维 空间 散射 中 ,无 反射 情况 相当 于 只 有 回 前 
散射 。 同 时 ,如 果 不 存在 直接 三 体 散 射 , 即 三 进 三 出 的 散射 可 分 解 
为 两 -两 散射 的 5S 矩阵 之 积 , 如 图 3.3 所 示 。 这 两 个 条 件 , 再 加 上 粒 
子 数 守恒 , 极 大 地 限制 了 二 体 S 矩阵 。 当 然 ,无 反射 条 件 是 非 本 质 
的 ,现在 已 有 许多 包括 反射 的 5S 气 阵 理论 ,为 了 方便 ,本 章 只 考虑 
无 反射 情况 。 那 么 考虑 到 一 维 空间 中 粒子 数 守恒 的 无 反射 散射 时 ， 
用 因 式 化 条 件 , 即 YBE(3. 1. 24) 式 ,解析 性 、 么 正 性 和 交叉 对 称 性 
等 条 件 ,可否 严格 决定 二 体 散 射 的 S 矩阵 呢 ? 答案 是 肯定 的 。 这 个 
问题 已 由 Zamolodchikov 兄弟 也 以 解决 是, 以 后 有 很 大 发 展 。 由 于 
这 个 思想 对 低 维 量子 场 论 有 很 大 的 推进 意义 ,本 市 扼要 也 以 介绍 。 

(1) 相对 论 全 同性 粒子 二 体 散 射 的 动力 学 

设 两 个 粒子 发 生 散 射 ,为 方便 将 入 射 .出 射 四 维 动量 表示 pi， 
…，z, 且 均 为 入 射 形 式 。 由 于 碰撞 前 后 均 为 自由 粒子 , 故 有 (< = 
h = 1): 


p = p° — фро = m 
其 中 p, = £ = YP + m° 为 粒子 
能 量 。 由 于 粒子 是 全 同 的 ,可 以 定 
义 不 同 反应 道 , 例 如 s 道 .t 8 5 < 
道 ,如 图 3. 9 所 示 。 这 里 s, tu 
只 表示 相应 反应 道 , 不 要 将 w 与 谱 
参数 相 混 。 相 应 道中 的 质心 系 总 能 


量 平 方 是 洛 伦 效 不 变量 ,在 不 同道 3.9 
中 ,它们 是 : 
1.539; 5, —— (P, + p)! = — (s + p) 
1.238: 5, —— (р + рз)? =— (рф, + 5» 
П.и}. S, =— (b + po! =— Gs + Ра) 
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ЭМЕ Si, S,, S, 中 只 有 两 个 是 独立 的 : 
5, + S, + S, = 4m* 


由 于 粒子 全 同 ,例如 当 S, 不 动 ,2 一 4 时 ,Se>Ss, 这 种 对 称 性 称 为 
交叉 对 称 性 。 当 选择 s 道 时 ,Si 为 其 质心 系 总 能 量 (e, + е) 的 平 
方 , 而 在 > 道中 S, 则 与 散射 角 有 关 ,在 弹性 散射 时 即 有 


S, = (e + &) 
S; = — 2 q°(1 — cos0) (3. 4. 1) 
S, —— 24 (1 + cosh) + Ce; — е,)? 


其 中 4 与 0 为 在 质心 系 中 粒子 入 射 的 三 维 动量 及 其 散射 角 ,不 要 与 
前 几 章 中 的 谱 参 数 混 消 。 在 3 道中 ,常常 令 S 三 5,, t = S, KR R 
心 系 总 能 量 平方 及 动量 转移 .物理 角 区 域 为 |cos9| <<1„ 实际 上 根 
据 Lehmann 解析 延 拓 定理 ,$ kB REX} cos6 的 解析 延 拓 区 域 可 以 
扩大 为 z = соѕ0 复 平面 上 的 椭圆 。 注意 物理 区 域 为 : 


4n < Š < co, — 44 < t < 0 (3. 4. 2) 
H + 
‚ _ (Š — 2m)! 一 4m* 


4 15 


在 一 维 无 反射 散射 时 ,只 有 向 前 散射 , 即 9 = 0 R S, = 0, 此 时 
S = 4т? 或 0, 这 两 个 点 是 复 平面 上 支线 的 起 点 。 无 穷 远 点 与 该 两 
点 的 联 线 即 为 支线 , 故 可 选 


— оо< 590, 4m <Ç S < оо — (8.4.3) 
引入 快 度 0, 与 @, 它 们 分 别 对 应 粒子 a 与 粒子 6: 
Р: = mchb,, pa = mshó, 
对 粒子 5 有 同样 的 式 子 。 当 粒子 a 与 5 散射 时 ,有 : 
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S = — (р, + pY = 2m’ (1 + chf) (0 = Ө, — 0,) 
(3. 4. 4) 


两 个 粒子 散射 的 S 矩阵 在 S 复 平面 为 解析 ,除了 (3. 4.3) 式 所 示 


的 割 线 与 其 他 可 能 的 极点 。 换 言 之 , 0 < S < 4m? WOES RE 
面 , 相 当 于 


0< Im0 < x 
同时 SOE 0 `F t 79 S ЕТ PE ЖК. El fE Jih BLZ be 85 BE : 
D 解析 性 : 
S(— 0) = S* (0), Im@0 = 0 (3. 4. 5) 


ТЕЗЕ ЗЕ {ДЕЧ s роя 1 + zL- (90 , che 1 -- Lv! 0 ev o, 
BI B BE yr fU) E BE E S] fede A T ac OM SRTE. IFE E RUN 
Обл) КЕ — ЖАЯГ, E rH q BAT 2L E d B| EE fet 2 ORE [S] fV 
WE. Ш A;(p) 表 示 “ 同 位 旋 ” 为 i, 动量 为 p 的 粒子 态 , 由 OCN) 对 称 
性 可 写 出 振幅 一 般 形式 "]. 


SÈ = „СА, (рл) A (р, | А,(р,) А, (р) 
一 SCp — pi)d(ps — р) (849,5, CS) + 84945, C5) 
+ 8,05:05)) + Ge, pip) 
G, js B, 1— 1, 2, =, №) (3. 4. 6) 


其 中 “十 ?对 应 于 玻 色 子 , 而 “一 ”对 应 于 费 米 子 , 6(p 一 р) = 
G(E 一 є )üCp, 一 p » C3. 4. 6) 式 具有 很 好 的 对 称 性 质 , 如 图 3.5 
所 示 。 不 变 振幅 为 ， 

А = 6,045, C5) + 0,0,5, CS) H SOSS) 
当 
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34,5, PÆ; jol, S,—5; 
24, S, AU, kel, 5,65, (3. 4. 7) 
2-3, Sa PRAF; be, S S, 
这 些 对 称 性 表示 : 
SCS) = S,(4m* — S) (3. 4. 8) 
9,05) = Slm? — S) (3. 4. 9) 
[H S % 5 4m? — S Њ,0 — ix — O| $ = mèch? 2 , 因此 有 


结论 ， 
2) 交叉 对 称 性 : 


S,(0) = S,Gx — 0) (3. 4.10) 
8,00) = 5,йл—6) — (3.4.11) 

同时 , 么 正 性 要 求 
fanan, Syst; y" = биби (3. 4.12) 


将 (3.4. 6) 式 代入 (3. 4. 12) 式 ,其 左 端 包含 了 ёшё„, 0405 5 9/04, 
但 (3.4. 12) 式 右 端 仅 出 现 646%, 故 它们 前 面 的 系数 必 分 别 为 1，0 
和 0, 于 是 给 出 : 

3) SEHE: 


S,(0)S,(— 0) + 5,C005,0— 0) = 1 (3. 4.13) 
5,00)5,(— 0) + S,(0)S,(— 0) = 0 (3. 4.14) 


+ S,(0)S,(— 0) + 5,60)5,(— 00 = 0 
(3. 4.15) 


Дн inia n RR ER 


Ит /ó . 
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(2) 因 式 化 

假定 S 和 矩阵 满足 YBE , 即 不 存在 直接 三 体 散射 ,这 时 S BERE 
应 满足 (3. 1. 29) 式 。 将 (3.4.6) 式 代入 (3.1.29) 式 ,计算 是 初等 的 
但 比较 繁 ,我 们 省 略 中 间 过 程 。 要 注意 的 是 由 于 每 项 中 均 有 2 等 
记号 的 乘积 , 当 i, 7 —1, 2 时 的 计算 与 :, 7 之 3 时 的 计算 不 同 。 仿 
照 文献 L5] ,为 简化 记号 ,以 下 结果 中 第 一 项 依赖 于 0, 第 二 项 依赖 
+ (0 + 00, 第 三 项 依赖 于 89, 例如 5,5,5, = 5,00)5,(0 十 
0 )S8,(00 ) , £5 RES, 

М =2 


5,5,5, + S 4$ ыр + S.S.S; — 5.9.9, + 95,93 + 515,9, 
(3. 4.16) 
$49 193 + 545,5, == 9,9,9, + 545,5, + 5,5,5, 
+ 5,548, + 255,5, + S,5,5; + 5,5,5, + 5,5,5, + 5,5,5, 


(3. 4. 17) 

N > 3 (为 区 别 于 上 式 , 相 应 的 $ 用 o; 表示 ) 
0,040, 十 0,040, = -030303 (3. 4. 18) 
0,0,0, + 040,0, = 040,0, (3. 4. 19) 

NN 0,040, + 94030; + 0,040, + 010,0, + 0,040, 
+ 064040, + 0,040, = 040,0; (3. 4. 20) 

先 解 N = 2 情况 。 引 入 

h(0) = z ,8(0) = s (3. 4.21) 


注意 (3. 4. 160 8I C3. 4. 17) 式 中 不 同 顺序 依赖 于 0, 0+0 55 0, 
有 


h(0)g(0 + 0') + h(0) + А0) 
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= A0 HO) + g(0)h(0 + @') + gO0)g 0 OhOO) 
(3. 4. 22) 
hO) + h(0') — h(0 + 0) 


= g(ü)h(0 + @') — h(0)g(0 + 0) + g(0)g(0 + ORC) 
(3. 4. 23) 
以 及 上 式 中 00 . 


AC) 十 AGO) — ACÓ + 0) 
= gO hO + 0) — h(0 0g(0 + 0) + gC( )gCÓ + @')h (0) 


(3. 4. 24) 
E @ = 0, 分 别 得 到 
(14-g(00MACD — gO = 0. (3. 4. 25) 
(1 + g(O»5) (01 + gXOD + А(0)) g(0 + A(0))= 0 
(3. 4. 26) 
{1 — (g(0))2)h(0) = 0 (3. 4, 27) 
满足 这 些 条 件 的 可 能 性 有 : 
a)g(0) = 1, А00) =— 1 
b) 200) =— 1, h(0) = 任意 (3. 4. 28) 


c) 200) = (0) = 0 
ња) = 5, (0) = 5,00), 5,00) — — 5,060), 它们 使 (3. 4.132 X 
BHIR, LET ЗЬ) 9 S (0) = — 5,(0),Ш— 5,00) = 
Ss(ix 一 0), 但 这 破坏 交叉 对 称 性 ; 故 只 有 c) 存 在 。 取 (3. 4. 24) 式 
xt 9 的 微 商 后 ,再 令 9 = 0, 则 当 
g(0) = A(0) = 0 (3. 4. 29) 


有 HD = (1+ g(0)) (а — PhO) (3. 4. 30) 


C den д, 
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APRO =a, g' (0) = B ЕЖ. KMA 


AO са 一 (1+ g(0)) (а + Bh(0) + B(1 + g(0))) 


(3.4.31) 
将 (3. 4. 300 {% A G. 4. 31) 式 得 到 
20) = Q +g {28һ 4 BO + 22) (3. 4.32) 
注意 到 (3. 4. 30) 式 , 易 推出 


h(0) + 1 аА (0) _ 


2 
80) = BAO Ly Сау 9 + 800» 
(3. 4. 33) 
其 解 为 : 
_ : 4nÓ' 470 
h(0) = — 1 tan iM th| y | 
(3. 4. 34) 
g(9) = 让 | о | f áo — 2) 
其 中 已 用 常数 6,7 {Ж а, B 
а = (— i) Stan ш 
(3. 4. 85) 
B = (— 1) сог лд 
FE N = 2 时 得 到 : 
5300) = icot| 27 cth| 5775, 
(3. 4. 36) 
5,09) = ісоц 49 eh [Fia — 9) |5,00) 
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类 似 的 计算 , 当 N > 3 时 ,得 到 中 


00) = — o.) 
(3. 4. 37) 
e, (0) = Му (0) 
9 一 SIE 


其 中 4 为 任意 常数 ,不 要 与 以 前 的 谱 参 数 相 混 ,而 2 为 相对 快 度 是 
谱 参 数 。(3. 4. 37) 式 可 以 用 R 矩阵 有 理解 的 YB 方案 得 到 “ ,以 上 
沿用 了 文献 [5j 的 推导 。 从 以 上 计算 可 知 ,S1!、S;, 可 用 S, 表示 ,cl、 
оз 可 用 o; 表示 ,这 是 YBE 的 结果 。 

以 下 考虑 乏 正 性 的 限制 ,可 以 验证 ,对 上 述 解 , (3. 4.14) 式 与 
(3. 4. 15) 式 恒 满 足 , 仅 有 (3. 4. 13) 式 构成 条 件 ,从 它 易 推出 ，; 


N = 2: 
: 4xó 476 | 
sint 597 ам 57 
sin? Ut sh xd + cos? 40 ch? F 
(3. 4. 38) 
N > 3 
2 
s, (0)o,(— 0) = СГ (3.4.39) 
交叉 对 称 性 (3. 4. 10) 式 给 出 
— _ 2R 
9 = т, A—N—2 (3. 4. 40) 


而 另 一 条 件 (3. 4.8) 式 则 限制 了 5,00) 5 о, (60 Вс. ТАЈ 
jii RL (3. 4. 38) 3K — (3. 4. 40 X (3. 4. 8) 式 的 S,(0) 5 о, (0). 
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现 以 oz(2) 为 例 , 同 时 满足 (3. 4. 38) 式 及 (3. 4.8) 式 的 o,(0) (G, (0) 
= olin — 00) 的 充分 形式 可 以 用 ot (0) RAD, 


oí? (9) = QEP (0)QU (x — 0) (3. 4. 41) 


其 中 Q = (0) 则 由 下 式 给 出 : 


QEA) — | 


ёт em) \? (3. 4. 42) 
r$ £g -igr-ig, 
2 2п Ax An 
г 117 
. 2 дт 2л л 
Qr — 0) = A # TI ig 
ЕА 
(3. 4. 43) 
其 中 T(z) 为 了 函数。 利用 TT( + z) = re) Ai 
t+) (+) ГА 
o; (0)o;t?'(— 0) = 2 + 2 (3. 4. 44) 
引入 
z = А 10), z, = е + if) 
1 2л ? 2 2T 
则 
sinc l + 
с (0) _ вїплє, 2 ' ^1!  sh6 + isinA 
oo (0)  sinnz, sinz| E +z, ~ shÓ — іѕіпА 
(3. 4. 45) 


我 们 注意 到 由 于 А = уу =— 为 实数 ,上 式 右 端 为 CDD 型 极点 , 因 


为 它 仅 在 纯 虚 轴 上 有 极点 。 实 际 上 ,由 S 矩阵 解析 延 拓 理论 ,如 果 
在 2 复 平 面 第 一 象限 有 一 零点 , 则 在 第 四 象限 对 称 处 必 有 一 极点 ， 
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它们 对 虚 轴 的 反射 点 有 类 似 性 质 。 存 在 于 纯 虚 轴 上 的 不 成 对 的 零 
点 的 共 轿 必 为 极点 , 称 为 CDD RE. Я 00 (00 5 o t (0) Н 
差 ССО 极点 。 这 些 图 景 如 图 3.10 所 示 。 


(CDD RA) 


3. 10 
类 似 的 计算 , 当 入 = 2 时 有 ': 


5,00) = 2 sin ut sh 24 sh [FEA Му 
(3. 4. 46) 
увя EMEN, 
uc» = r Jr +i] ri m iy) 
сүт RQODR,Gx — 0) 
. Ш СО) GD ` (3.4.47) 


| 


Г +i Pici ei 


R,(0) = 
r 


f 


8x , . 80 | 8x ,.80 
я DS tF aF} 


2 9.5.00) 5 o.(0) 的 决定 有 一 定 的 任意 性 ,但 要 满足 各 种 要 求 ， 
例如 , 制 线 的 正确 位 置 ;与 路 径 积分 结果 (至 少 在 渐 近 项 ) 一 致 的 正 
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确 的 孤立 子 行为 等 等 ,这 不 是 一 件 容易 的 事 。 本 章 只 讨论 了 ОСМ) 
情况 ,讨论 可 以 推广 到 SU (N + 1) ,或 其 它 代数 情况 91。 

从 以 上 例子 可 以 看 到 , 因 式 化 条 件 (YBE) 是 最 重要 的 限制 ,加 
上 李 代 数 结构 的 限制 (基本 上 是 内 部 对 称 性 ) .解析 性 、 么 正 性 、 交 
又 对 称 性 ,并 辅助 若干 物理 的 考虑 ,原则 上 可 以 决定 出 5S 矩阵 的 
精确 解 ( 只 差 到 CDD 极点 )。 这 是 低 维 完全 可 积 量子 场 论 与 通常 四 
维 量 子 场 论 不 同 之 处 。 


$3.5 从 YBE 直接 解 出 因 式 化 3$ Ж 


上 节 中 介绍 了 因 式 化 S 窍 阵 的 形式 ,特别 是 (3. 4. 37) 式 所 示 
的 OCN)(N 宇 3) 对 称 的 S 和 抢 阵 , 它 反映 了 满足 解析 性 、 么 正 性 、 因 
式 化 以 及 交叉 对 称 性 限制 下 S 矩阵 的 形式 。 需 要 指出 ,这 种 形式 
可 以 直接 从 限定 尺 矩 阵 的 形式 人 手 直接 解 出 ,而 这 种 设 定 的 形式 
有 很 易 理解 的 说 明 。 

在 讨论 YBE 的 有 理解 时 , 曾 指 出 (3. 2. 2) 式 是 最 简单 的 形式 ， 
它 是 置换 算 符 PP 的 简单 变形 ,以 下 为 方便 令 9 为 快 度 以 代替 谱 参 
数 9。(3. 2. Dx rp Ë (0) = ӨР 十 了 是 快 度 0 的 线性 函数 ,进一步 
的 推广 则 是 2 的 二 阶 多 项 式 , 其 系数 当然 应 当 是 矩阵 。 但 由 于 置换 
算 符 Р? = 1, 所 以 只 能 存在 P 本 身 ,因此 推广 (3.2. 2) 式 将 R(0) 写 


R (0) = /(9)(@Р + ӨМ + qI) (3.5.1) 


其 中 2) 为 归 一 化 函数 ,AM ARAE, 为 单位 矩阵 ,9 为 未 知 
参数 ,将 来 待定 。 将 (3. 5.1) 式 代入 YBE ,得 
R., (0) RaO 4- 6) йс) = RaO) R00 + 0) RO) 
(3.5.2) 
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并 按 (3. 1. 30) 式 与 (3.1. 31) 式 要 求 


Roy Re— 0) = 1 (3.5.3) 
R (0) | =; = const • I (3.5.4) 
R (8 — со) = const • P (3. 5. 5) 


将 得 到 许多 限制 M. 4, SOBRE. VA 已 + 为 相应 空间 的 置换 
算 符 的 矩阵 表示 , 则 将 设 定 的 (3. 5.1) 式 代入 (3. 5.2) 式 后 ,得 到 : 
M,,P,,M,, + P, ,M,,M,, 
= MA4Mj,P;-- M,,P ,,M,, 
M. ,M,,P , + MiP M 
= M,,P ;M,, + PMM; 
Po MaM: + 2M,,P,,,M,, + Ma MzP: 
= P,,M,,M,, + 2M Pi Ma + M,,M,,P.,, 
qP,,M,, + qP Mi + 2qM,,P,, 
+ qP ,M;, + Мь„МьМ,‚, (3. 5. 6) 
= qM,,P,, + qMAP,; + 20P M5, 
+ qM,,P,, + M,,M,,M,, 
qM, P; + qM,;P,, + 2qP; M; 
+ 9М,,Р,, + MoMa M 
= РМ» + qP ,M,, + 29М,зР,, 
+ qP4Mj; + Mo MM; 
24Р», + Mi, = 24Р, + Мз, 


进一步 计算 表明 上 式 等 价 于 以 下 方程 组 : 
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МР» М, + PMA 

= M4M,P4 + MzP ,M;,, 
M,,M4P,, + MPa M, 

= M,,P,,M,, + P,,M.,M,, 
IPA + gP4M,, + М.Р, + M;MAM, 

= qMP,, +9Р,,М,„ + aM,,P ,, + MMi M33 
2qP,, + Mi, = 24Р„ + М, MP = PM 

(3. 5. 7) 


这 仍 是 个 复杂 的 和 矩阵 方程 ,为 了 找到 (3. 5.7) 式 的 充分 解 , 假 
EFF M 具有 以 下 形式 : 


M= oP +T + 9,1 (3.5. 8) 


FE P q, 与 g; ft eE ЖООИ T ARMER., Ж M 代入 (3. 5. 7) 
式 , 遂 得 (3. 5. 7) 式 的 有 具体 形式 : 
(q = 99: + 2q PT + 2q T + T? = 0, РТ = TP 
qa (Pi + PST; + ТыР»ТГ + PT T 
= qT (Pis + Po) + ToPin + T TT, 
gaT ia (P, + Pa) + TPT, + TTP 
= q,(P., + PT + ТРТ» + РТТ» 
q q.(3T Pi + PAT,, + T ;P,,) + Т, 
+ qi (PaT aTi + TSPAT + ТТР.) 
+ Т, + TT, Tu 
= qq; GT P,, + Р.Т» + ТР) + ETa 
+q (P,,T,T,, + ТРТ» + ToT Py) 
十 Т 十 TaT Ta 


(3.5.9) 
现 仍 然 无 法 求 出 它 的 一 般 解 ,但 可 找到 它 的 特 解 , 为 此 选择 
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T —uA 


T — block diagonal (O, 0, "a. 0, Ax, 0, 0) 


(3. 5.10) 
其 中 
1 1 1 
A= | Í N ! (3. 5.11) 
1 1 1 


也 就 是 说 , 当 a, b, C d Є ((— N + 1)/2, (— N + 3)/2, °°... 
(N 一 30/2, (N 一 1)/2 BUERT, ERE Ах 的 矩阵 元 为 


(Ау) = ó%' ó, , (3. 5.12) 
应 用 (3. 5. 12) 式 可 以 计算 出 工 = «A 所 满足 的 关系 : 
xzLP2T = P T T, uTu = ТРТ), 
zT, P, = TaT Pos Т» = ТРТ 
zT P, = TT Pu, иР„Т, = P, TT, 
“Т. = Tia Ta T, “T, = TesT Ty | 
(3.5.13) 
将 (3. 5. 13) 式 代入 (3. 5. 9) 式 发 现 (3. 5. 9) 式 极 大 地 简化 为 : 


2(q, + ч) + Nu = 0 
9 + u = 0 (3.5.14) 
3q,q; + q; + Фи + q;Nu + u° = 0 
它 导致 解 为 
92 = — и, q = (1 — №2)и, q= qq: (3. 5. 15) 
将 它 代 回 (3. 5. 1) 式 , 则 得 到 
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R (Ө) = f(0X[0(0 + qP + u0A + (q,0 + 91] 
(3.5.16) 
再 利用 (3. 5.3) 式 , 易 知 有 


/‹0)/С— 0) =[(@ — 42) (0° —g]' (3.5.17) 


ДХ и = À, J/(050(0 + д.) = o,(0) (3. 5. 18) 
则 得 ; 
iÀ 
a, (0) = /(д)би = 5 + ze. 0) = —— A sA 


0 + iQ — Мә 


a. (0) = 700) 00 + g) = 0.00) = оз (0) 


(3.5.19) 
注意 到 
Jf (0) f (— 0) = s,(0)o,(— 0) 6 ce — 4) |7 (3.5.20 
XE 18 Fl]: 
g 


o, (0)o,( — 0) = 8a Xx (3.5. 21) 
最 后 得 到 ; 
RO 一 or(g) 已 十 o(0)4 十 o(C6)7 (3.5. 22) 
其 中 
— ià 
o, (0) = АСУ 2 9ууә 279946) 
à (3. 5. 23) 
c, (0) = — 99:9) 


ЖН. (G.5. 21) 式 成 立 。 比 较 (3. 5. 23) 式 与 (3. 4. 37) 式 正 是 上 节 的 
结果 ON zc 3), 其 中 己 与 4 处 于 OCN) 同位 旋 ? 投 射 算 符 的 
以 后 还 要 回 到 类 似 (3. 5. 1) 式 形式 的 及 矩阵 , 它 具 有 更 深刻 的 
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意义 : 它 可 视 为 YBE 有 理解 的 YB( 参 见 第 六 章 )、 本 节 的 讨论 表 
明 , 因 式 化 S 矩阵 与 YB 方案 相 联系 。 


93.6 办 子 群 关系 


H (3. 1.28) 式 所 示 的 YBE , 当 谱 参数 x = 0 时 ,可 取 


RG = 0) = І (3. 6. D 
RI | 
R (и = 0) = 8,8; (3. 6. 2) 
而 当 “一 co 时 , 它 的 极限 
b = lim Ë (и) (3.6. 3) 


Hoo 


AFTI YBE 形式 一 样 的 关系 ,但 没有 谱 参 数 依 赖 关 系 : 


b bib = b, Ба biz (3. 6. 4) 
或 b,,b5,.b,, = b,45,,5,, (3. 6. 5) 
进而 如 果 定义 
Р (2 (N) 
в- 1919-9 Т QAO F OQ] 
(3. 6. 6) 
则 有 


MUS 一 Bi 1B; Bu (3.6. 7) 


B,D; 一 B;B., |z E n = 2 


它们 称 为 闪 人 子 群 (braid group <А. BAG. 6.7) 式 在 本 章 中 用 直 
积 空间 (3. 6. 6) 式 引出 ,但 (3. 6. 6) 式 仅 是 (3. 6. 7) 式 的 特殊 情况 ， 
一 般 说 B, 并 不 一 定 总 能 分 解 成 (3. 6. 6) 式 的 形式 ,但 就 我 们 的 讨 
论 而 言 ,(3. 6. 6) 式 是 足够 了 的 。 


наь — ьа — 
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(3. 6. 6) 式 连同 6 B BEI A IE E 0077 = b Ib = I, ХЕ ГҮ 
群 关系 ,6 的 表示 称 为 辫子 群 表示 , 简 记 为 BGR , CRE Ru) H 
M x 一 ce 时 的 渐 近 行为 ,其 表示 维 数 就 是 辅助 空间 的 维 数 。(3. 6. 
5) 式 中 空间 1, 2, 3 泛 指 三 个 相 邻 的 观测 空间 , 它 的 图 示 是 把 本 章 
图 3. 1 中 对 角度 的 依赖 关系 去 掉 , 而 把 图 3. 1 的 直线 视 为 任意 变 
JÉ J БЕ Ab. (3. 6. 5) 式 的 规则 是 保持 两 线 的 上 交叉 点 (over 
crossing) 5j F ZZ X. i (under crossing) 个 数 不 变 时 ,存在 关系 : 


“如 图 3.11 所 示 , 它 表明 ,三 条 线 可 变形 ,但 需 保证 三 个 结 点 数目 不 
X , 线 的 三 层 顺 序 不 变 , 相 应 么 正 条 件 就 晓 化 为 : 


х= = E 


辫子 群 是 由 有 限 个 生成 元 产生 出 无 限 维 群 的 典型 例子 。 例 如 从 一 
个 操作 总 出 发 ,序列 b, b2, 天 ,… 可 以 产生 无 穷 个 元 素 , 显 然 者 附 
加 = 二 了 的 条 件 , 则 限制 了 独立 元 素 只 有 一 个 , 即 56 — P EEE 
置换 群 )。 如 果 &5 有 有 限 维 表示 (在 许多 问题 中 都 是 如 此 ), 那 么 6 
就 可 视 为 某 个 方 阵 , 当 该 方 阵 非 异 时 ,一 定 有 M 个 独立 本 征 值 入， 
Ау, Ам, FEB; 


M . 
По — А0 = 0 (3.6.8) 


这 时 5 满足 一 个 矩阵 多 项 式 方程 。 例 如 , 当 有 两 个 独立 本 征 值 À. 
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b^ — (À, + ӘР-+ АА, = 0 


b = 一 (A,A,)5 1 + (À, + А,)І (3. 6. 9) 


由 于 关子 关系 可 以 相差 任意 乘积 常数 ,可 以 重新 标 度 BGR ,使 得 
А = qs À =—q ， 其 中 9 为 某 个 参数 , 则 (3. 6. 9) 式 可 重新 标 
RN. | 

0 一 0 + Qq—q ')1 (3. 6.10) 
'E BJ л: | 


T 


(3. 6. 11) 


也 就 是 说 上 交叉 可 以 用 下 交叉 加 上 不 交叉 表示 出 来 .显然 当 g = 1 
时 , 5 = Р ВЈ 68 {2 HT (3. 6.5) 式 形式 对 置换 群 已 ,也 成 
L MAATRE P 的 推广 ,并 满足 (3. 6.7) 式 ,从 这 个 意义 上 说 ， 
(3. 6. 7) 式 解 中 含有 另外 参数 q 是 非常 关键 的 。 因 此 ,第 二 章 中 R 
EERE 9С, (2. 1.55) 式 ) 的 YBE 的 解 , 当 谱 参数 趋 于 无 穷 
时 ,就 是 BGR ,并 且 属 于 (3. 6.5) 式 的 情况 。 这 种 q 依赖 关系 导致 
了 YBE 解 的 渐 近 行为 越 出 了 置换 算 符 范 上 畴 。 | 

辫子 群 有 很 长 历史 , 它 本 来 是 独立 于 YBE 的 .实际 上 用 线 , 结 
等 讨论 纽 结 (knot) 理 论 其 至 可 以 独立 于 辫子 群 ,但 经 过 数学 家 的 
努力 , 纽 结 理论 已 经 与 尖子 群 密 切 结合 起 来 。 自 从 YBE 理论 发 展 
起 来 ,它们 又 与 YBE 的 渐 近 行为 相 联 系 。Birman，Jones， 
Kauffman 等 人 在 这 方面 做 了 大 量 工作 ,由 于 这 方面 内 容 太 多 ,不 
拟 在 本 书 中 介绍 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [12，13].。 这 里 仅 就 某 
些 物 理 上 感 兴趣 的 问题 作 一 些 说 明 。 
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由 于 (ВСК) Ru) щ wx 一 co 的 渐 近 行为 ,所 以 bu N BES E 


于 辅助 空间 (例如 自 旋 空间 ) 。 它 的 地 位 就 是 S 矩阵 中 仅 依 赖 于 分 
立 自 由 度 的 部 分 ,而 整个 六 和 矩阵 依赖 于 动量 ( 谱 参数 ) ,如 果 可 以 分 
离 变量 ,那么 求解 YBE 就 会 变 得 简单 。 可 首先 求解 BGR ,得 到 b, 
然后 设法 引进 依赖 于 谱 参数 u 的 函数 ,将 这 些 未 知 函数 与 4 的 独 
立 老 次 相 结合 ,代入 YBE 再 加 以 确定 。 这 种 方法 有 些 像 解 苹 定 主 
方程 的 过 程 :首先 求 出 渐 近 解 ( 不 过 现在 这 种 渐 近 解 仅 依赖 于 自 旋 
部 分 ) ,再 去 决定 “ 径 向 ”部 分 ;不 过 现在 “ 径 向 ”方程 不 是 微分 方程 ， 
而 是 YBE 这 种 代数 方程 。 这 种 方法 称 为 杨 - 巴 克 斯 特 化 2 和 ,以 
后 再 仔细 讨论 这 个 问题 。 


10. 
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Yangian 对 称 性 


当 给 定 YBE 的 一 个 解 六 (4) 矩阵 时 ,通过 RTT 关系 可 以 得 
到 辅助 空间 中 的 矩阵 元 Tu (ww) 之 间 的 对 易 关 系 ,也 就 是 说 ЕТТ 
关系 规定 了 作为 量子 算 符 的 Tw) 的 代数 关系 。 这 种 代数 常常 是 
不 封闭 的 ,形成 无 穷 维 代数 ,但 由 有 限 个 生成 元 生成 。 当 久 (zx) 和 矩阵 
为 有 理解 时 ,这 种 代数 称 为 Yangian。 它 是 由 V. G. Drinfeld 在 
1985 年 首先 引入 的 ,在 Yang 后 面 加 ian 是 为 了 纪念 杨振宁 教授 
在 该 研究 领域 的 重大 贡献 。Yangian JR T Ec LEER (Hop f& 
数 0 ~。 从 物理 角度 看 , 它 描述 了 完全 量子 可 积 问 题 中 一 类 非 线性 
相互 作用 模型 所 特有 的 新 型 对 称 性 。 本 书 不 着 眼 于 普遍 数学 定理 ， 
而 侧重 于 讨论 在 数学 上 最 简单 .但 在 物理 上 具有 相当 普遍 意义 的 
情况 。 本 章 将 从 RTT 关系 出 发 , 较 详细 地 讨论 与 R (и) = аР + 
I 相 联系 , 且 尸 取 为 4 维 表示 时 的 转移 矩阵 所 形成 的 代数 结构 ,及 
其 与 Yangian 的 关系 ,还 将 介绍 Yangian 的 若干 物理 表示 及 应 用 。 


$4.1 GLODÉS RTT 关系 与 Y(SL(C2)) 


为 了 以 最 简洁 的 方式 描述 与 SZ(2) 相 关 的 转移 矩阵 人 (wx) 的 
代数 结构 ,首先 采用 R(x) 和 矩阵 的 有 理解 的 最 简单 形式 (3. 2. 2) 式 : 
Ё G0 = uP + I, 并 将 置换 算 符 P 取 成 4 维 表 示 (3.2.3) 式 。 此 时 
相应 的 了 (zx) 是 2 x 2 ЖЕЕ: | 
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| m» eol — 
T (u) = 


= Pu"T™ (4.1.1) 
Talu) Talu) 


m= Ü 


其 中 


DU | (dau) = >u "T (a, b =f, 2) 


天 一 站 


T? TẸ 

m оту 
(4.1.2) 

将 Ёш) = uP 二 7 和 (4.1.1) 式 代入 RTT ŽA. 

Ё G — o(TG0 ТО) = (TG) @ TG) Ru — v) 

则 有 

(и — DT pU), Ta] + Ti, Gu )T a QD — T. Go )T 0и) = 0 

(4. 1. 3) 


再 将 (4. 1. 2) 式 代入 (4. 1. 3›Ж, йз u v BD E] K Ж” 
项 ,得 到 ; 


ЕТО, TP] = 0 (n >> 0) (4.1.4) 
和 
[Т Р, т] те, Tg] TETP -TPTY = 0 
(n, m > 0) (4.1. 5) 


[H 3^ (4. 1. 4) 要 求 T" B4B RECS T" I BT 48 FE EE ЯА Бу, TUA 
Tu Exe СЖЖ Е, n ES: 

0 
0 4 
KERAM i 为 非 零 常数 ,并 要 求 det о 5 0, 对 于 p= 二 0 的 情况 ， 
将 专门 进行 仔细 的 讨论 。 当 det > 0 BF, FEE MW, 使 得 在 相似 
变换 T(x) 一 MT(u)M 下 ,将 T 2 变 为 对 角 算 阵 。 并 且 由 于 

ГЁ (и), MO M] = o, 


这 个 变换 保持 了 T@ 的 矩阵 元 为 对 角 且 RTT 关系 不 变 , 从 而 


Т = (4. 1. 6) 
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(4.1. 6) 式 为 一 般 形式 。 以 下 在 (4. 1. 6) 式 基础 上 ,由 (4. 1. 3) 式 确 
Е Тә (п 221, a, b= 1, 2) 间 的 对 易 关 系 。 为 方便 起 见 引 入 : 


e = T + T, TP = АТФ — une 


(4.1.7) 
TP-TP. TO=TẸ 


则 (4. 1. 3) 式 可 以 展开 成 ， 


То, TP] =[TV, Te] = 0 l(a =+, 3) 
TP, TE] = [T° , TP] = Анг (4. 1. 8) 
TPY, T®] =[TV, TV] =T® (¿= 1, 2) 


[TP, T^] = [TH, TP] = 0 Ge =+, 3, 0; k = 1, 2) 
[TP TP] =+ (TPT TT?) 
T? , TP] = 2TH T? — T? ТӘ) | 
(4. 1. 9) 
TZ? = (Ан) СЕ [ТФ,ТФ]-+ Т?Т — ТТ?) 
irs = 79, T? ] + QA СТТ — ТОТ) (п 22 2) 
(4.1.10) 
和 
CTP, T] =0 (а= +, 3, 0; m,nz2) (4.1.11) 
以 及 | 
Т =, Т (Æp, a, P=, 3, 0; т< n, n2) 
[Те*?,Т ?Л—[Т?,ТС?]+(Т?Т?—ТФТ?)=0 
ETE, TP ]-[TP , TOP] 2AKTPT® -TOT )=0 
[Ту ?,Т?]—[Т?,ТС?]+(Т?ТФ?—Т?Т?)=0 
[Tt?, TJ]—[T®, Tot]+ Аю TPT? —-TPT”)=0 
(m < n, п->2) 
(4.1.12) 


186 第 四 章 Yangian 对 称 性 


(4. 1.8) 式 和 (4. 1. 9) 式 限定 了 Te (¿ = 1, 2) 所 满足 的 代数 关 
系 , (4. 1. 10) 式 是 T (n > 2) 的 递 推 关系 。 而 (4. 1. 110 XX 3 
(4. 1.12) 式 反映 的 是 高 阶 了 "之 间 的 代数 关系 ,上 述 关 系 并 不 是 
彼此 完全 独立 的 。 经 过 繁杂 的 运算 ,可 以 由 (4. 1.8)20— (4.1.11) 
式 导出 (4. 1.12) 式 ,从 而 彼此 独立 的 关系 式 是 (4.1. 8) &— (4. 1. 
11) 式 , 亦 即 (4. 1.12) 式 不 独立 。 | 

特别 要 指出 的 是 (4. 1. 11) 式 中 a 关 0 的 情况 。 利 用 弟 推 关系 
(4. 1. 10) 式 ,不 难 证 明 它 等 价 于 : 


[Te , TP, To] |+ TLP, To JT = 0 
| [T> ТӘ) То, T ҮГ = 0 (т, n > 2) 
(4.1.13) 
ТЕ m = n = 2 的 特殊 情况 下 ,注意 到 (4. 1. DR, (4.1. 130 SABIO : 
TP, [TP, TE]]= T? T?— TPT?DT? 
ltr. [ТФ,ТФ]]= TP ТФ—Т‹ФТФУуГ? 
(4.1.14) 
利用 (4. 1. sk oR Т 5 (4.1. 14) 式 中 第 二 式 的 对 易 括号 并 利用 
Jacobi 等 式 , 可 以 导出 : 
zw[Tre.(re,T9]]v [T?. Ur. T£] | 
= ЗАСТ T? — T? T) + (ТТФ ТР?ТФУТ? 
(4. 1. 15) 
(4. 1. DÈ, (4. 1. 140 XR C4. 1. 15) 式 是 非常 重要 的 ,它们 组 成 了 
相关 于 GL(2) 代 数 的 Yangian, 记 为 Y(GL(2)), 将 来 对 T 了 (wu) 的 量 
子 行列 式 加 上 限制 , 即 成 为 相关 于 SL(2) 代 数 的 Yangian id У 


YCSL(2)) ,要 再 强调 指出 ,(4. 1.15) 式 不 是 独立 的 ,利用 Jacobi 恒 
等 式 ,由 (4.1.8) 式 与 (4.1.14) 式 可 以 推出 (4.1.15) 式 , 亦 即 它 是 


11 —— aa 
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(4. 1. 14) 式 与 (4. 1.18) 式 的 结果 ,所 以 YCSL(2)) 的 独立 关系 为 
(4. 1.8) 式 、(4. 1,14) 式 。 而 考虑 到 Jobi 等 式 , (4. 1.14) 式 中 只 有 
一 个 式 独 立 。 以 下 讨论 T(w) 的 量子 行列 式 。 
正如 在 第 三 章 所 介绍 的 ,由 RTT 关系 ,下 式 成 立 : 
[trT (и), trT'(%) | = 0 


注意 到 (4. 1.1) 式 ,容易 导出 [eT , oT] 二 0, 也 就 是 说 ,集合 
tT? (и = 0, 1, ++, оо) 构成 彼此 对 易 集合 。 但 是 ,一 般 说 ， 
TO 之 2) ЖТ" (m 之 2) 的 矩阵 元 Ts 是 不 对 易 的 。 那么 是 
否 存在 一 个 与 To” (任意 元 ) 都 对 易 的 可 对 易 集合 呢 ? 答案 是 肯定 
的 。 它 可 以 由 detT (4) 生 成 ,detT(u) 称 为 量子 行列 式 , 它 是 通常 C 
数 和 矩阵 行列 式 的 推广 。 对 2 x 2 的 T(z) 和 矩阵 可 定义 为 : 


detT (u) = T GT, би — D — Ts GO T, (u — 1) 
(4.1.16) 
JH: 
[detT (и), T,G0] = 0 (а, 5b — 1, 2) (4.1.17) 


于 是 T C B] 33: 0 x 


| ， T, Gu — 1) — Tlu — 1) 
(Т(и)) ~ = (detT (и)) 一 
— TG — 1) T (u — 1) 
(4.1.18) 


在 证 明 (4. 1. 1703 5j (4. 1. 18) 式 时 ,要 反复 使 用 (4. 1. 3) 式 ,以 及 


它 的 特殊 情况 ,zx о 1, RTU) 由 (4.1.16) 式 表达 , 它 包 含 了 
谱 参 数 的 移动 ,在 ЕТТ 关系 成 立时 , 它 与 所 有 算 符 Tws(v) 都 对 


易 , 因 此 是 整个 代数 的 中 心 。 将 detT(w) 写 成 如 下 级 数 形式 : 
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detT (u) = lu "c, (4.1.19) 
п= 0 


由 (4.1.2) 式 (4.1.16) 式 和 (4. 1.19) 式 不 难 导 出 : 


co = Аи, с, = AT + ИГ? = Т? (4. 1. 20) 
fü 
c -TP4l > c4 T$? 一 i >; Cm А "(п 2 2) 
2 m--k—n 2 m £T s—n 
m, 2520 m, #520 
| (4.1.21) 
其 中 


Cm, = (n+ Ë — 1) ! / От — 1) 12! 
АФ ? = (Аи) (T TO? — TPT) + T? Tw 4+ To Т 


(4. 1. 22) 
Н (4. 1. 17) 式 和 (4. 1. 19) 式 , 易 知 : 
[cn T] = 0. (@ =+, 3, 0) ‚ (4. 1. 23) 
以 及 
| Lens с„ | = 0 (4. 1. 24) 
如 果 附 加 限制 条 件 | 


detT (и) = 1 


BREER с, = 1, с, = 0 G> D, 这 时 由 RTT 关系 决定 的 代数 
кн ТОРЕ) TOi mee Y LO») .而 在 不 附加 限制 
条 件 时 ,c。 组 成 对 易 族 。 如 果 取 某 个 c, (或 某 几 个 c, 的 线性 组 合 ) 
为 哈密 顿 量 时 , 则 诸 Т? 算 符 均 为 该 哈密 顿 量 的 对 称 ( 简 并 ) 算 
符 。 这 时 意味 着 该 物理 体系 具有 Yangian 对 称 性 ,高 阶 算 符 T G 
>2,a=+, 3) 是 不 独立 的 ,由 (4. 1.10) 式 容易 看 出 ,它们 可 由 低 
ИТО, Т? (az 0) #H Т?, TE, +, TU 表示 出 来 。 


$4.1 GLODRS RTT 关系 与 Y( SLOD) 189 


此 外 ,需要 指出 的 是 ,由 trT GO Fl det T C 43390] A ВАША А 5 
Ж trT™ 与 c, 彼此 间 是 可 对 易 的 ,但 互 不 等 价 。 因 为 如 果 trT™ 可 
以 用 诸 c. 的 某 种 组 合 表示 的 话 , 由 于 6c 与 7 对 易 , 而 tr7” 则 不 
能 对 易 , 从 而 是 矛盾 的 ,但 它们 存在 (4. 1. 21) 式 的 关系 。 

从 物理 角度 看 很 有 意义 的 问题 是 :给 定 Yangian К, п E 
决定 出 哈密 顿 量 ? 也 就 是 说 ,已 知 YB 系统 的 对 称 性 ,如 何 决定 其 
哈密 顿 量 ? 当然 ,涉及 哈密 顿 量 就 必须 依赖 于 Yangian 的 具体 实 
现 ,因而 更 确切 地 说 是 某 种 具体 实现 将 导致 相应 的 哈密 顿 量 , 以 上 
的 分 析 已 暗示 了 这 个 结论 。 E S 4.3 中 的 (I) 部 分 ,将 提供 这 方面 
一 个 例证 :Haldane-Shastry 模型 的 哈密 顿 量 便 可 以 由 Y (gL(2)) 


的 自 旋 二 算 符 关系 确定 出 来 。 

为 了 建立 T(w) 抢 阵 元 与 Yangian 生成 元 的 对 应 关系 ,引入 算 
符 的 集合 (L. Ja а= +, 3), 为 了 简便 起 见 , 取 了 中 中 的 4= p= 
1, 定义 


4 (4. 1. 25) 


T?'—I,., TP = 21, 
h” 


(22... __ 2 (2; __ __ 
ТФ=- +J, ТӘ = 
其 中 有 为 任意 常数 。 对 SL (2) 情 况 , 要 求 detT(u) = 1, H 
(4.1. 20) 式 易 知 ce = 1 是 满足 的 ,从 而 要 求 T6? = 0, 再 由 (4.1. 
21) 式 给 出 


о = TP — +| $ +TP To T) TP 
=T? 一 3 (28 +I I +I I) 
=T? р 4.1.26) 


其 中 P= А+ЪБ+ЪВ, L, = 1, +41: 
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于 是 ,从 el 一 ОЖ c; 一 0 可 以 定 出 : 
Го — 0, T? = P. = Ë + zd. I +I LO 
(4.1.27) 
mX ЕНТ? (п > 2) 的 矩阵 元 通过 递 推 关系 (4. 1. 10) Xx fl 
(4. 1.11) 式 完全 可 以 用 I 与 J。(a =+ , 3) 表示 出 来 ,而 Y = 
{I ,J。》 所 遵从 的 代数 关系 由 (4,1.8) 式 、(4.1.14) 式 和 (4. 1.15) 
式 决定 。 将 (4. 1.25) 式 代入 (4. 1. 8) 式 得 到 s 
(E J,]= 0 (e =+, 3) (I, = L, il) 
(4. 1. 28) 
1,, I ]=+ I4, [T., I_] = 21, 
[s J,] = 0 (a — +, 3) J, = J, + iJ,) 
[73, J4] = 17, I4] =+ J+ |. (4.1.29) 
pp Ј_] — LJ. I. | = 2; 
显然 , (4. 1. 28) 式 就 是 李 代 数 SL(2) 的 代数 关系 。(4. 1. 28)、 
(4. 1. 29) 式 可 写 为 更 简洁 的 形式 : 
LI, 1„] 一 181,1,» [1,, J, ] — 11, ,(À, H, У 一 1, 2; 3) 
(4. 1. 30) 
Wi (4. 1. 14) X& 5j (4. 1. 15) 式 相应 地 变 为 ， 


h? 
PA [J;; J.1]- 4 d J. — Jal) 
(4. 1. 31) 
h? 
[44 J+, J-]]= gJ- T+ 1-)1, 


和 不 独立 的 关系 式 : 
[7., D J-J]+ 2[J,, EJs, /+1] 


; | 
- TL J_— J, II. 24 — J4EMA) (4.1. 32) 
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(4. 1. 28) 式 一 (4. 1. 32) 式 定义 了 一 个 无 穷 维 代数 , 称 为 Y( SLO), 
EHER IL 5 J.G =+ ,3) ER. ERY SLO) 包含 一 个 子 
代数 SL(2), 以 及 另 一 组 独立 生成 元 J., 它 所 引起 的 对 易 关 系 越 
出 了 SL(2), 生 成 了 无 穷 维 代数 。Y( SL(2)) 是 由 上 述 转移 矩阵 


TDH detT (и) = 1 的 限制 下 生成 的 。 对 李 代数 4 为 子 代数 的 
Yangian Y(A4) 的 普遍 形式 是 由 V. G. Drinfeld 定理 给 出 的 中 。 
Drinfeld 定理 ; 
Y(4) 是 由 生成 元 五 与 改组 合 的 集合 ,其 中 (7 组 成 单 李 代 
数 , 它 们 遵从 如 下 代数 关系 : 


[Ts I, | = Cu ә [Is J, ] 一 Сы, (4. 1. 33) 
|J» [Jus 1,] | 一 | L, [J,, J,] |= аллау das Ig, I,) 
(4. 1. 34) 


LEA JJ, Ele 3] 8- [U J]; UL 24] 
= (алшеов?Са» 十 GonagrCap) Ma» Is, Jj (4. 1. 35) 
其 中 cw 是 4 的 全 反对 称 张 量 , 当 取 群 度 规 为 gw = 84 时 ,cw 就 是 
结构 常数 。 


аллоу = T T Deae e n (4. 1. 36) 
(xj. X2. X34] = 5 ЖЕЛ УЖЕ 
| | iE ju 
有 人 把 (4. 1. 35) K ER JJ. Yangian 的 Serre 关系 ,不 过 这 不 是 
Drinfeld 原始 的 定义 。 以 上 诸 式 中 相 重 指标 表示 求 和 ,与 (4. 1. 33) 
XX 7 (4. 1. 35) 式 同时 ,还 存在 余 乘 法 (co-product) 的 定义 : 


ACI) = 1,001 + 101, 


АС), =J,@1+ 1@J, + і, GI, 
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以 后 再 讨论 余 乘 法 问题 。 当 4 = SL(2) 时 ,情况 最 为 简单 су = 
ie (À, t у= 1, 2, 3) 为 三 维 全 反对 称 张 量 .(4. 1. 33) 式 就 是 (4. 
1. 30) 式 ,而 (4. 1.34) 式 的 左 端 为 


| Ja, |J, 1,] | 一 | L. [ 7， J.] | 
— le, LJ. J, ] + iEnd., Jal 十 lea J,, J, ] (4. 1. 37) 


ШК, щл 6 v fl À = и = v B, ERNE, л = v АК 
F. 4 二 k v hh, ЕЖА: 


Є J 5, Jal] + lEn J ， Ja] = 0 


2S fp n 24 A = v> z hF, 也 有 同样 的 结果 。 于 是 对 YC(SL(2)),(4. 
1. 34) 式 的 左 端 恒 为 零 。 通 过 直接 计算 ,可 以 推出 (4. 1. 34) 式 的 右 
端 亦 恒 为 零 。 也 就 是 说 ,对 YCSL(2)) 而 言 ,由 (4.1.33) 式 导致 (4. 
1. 34) 式 是 恒 等 关系 。 这 说 明 , 对 YCSL(2)), 仅 有 (4. 1. 33) 式 和 
(4.1.35) 式 是 独立 代数 关系 .经 过 简化 之 后 ,不 难 发 现 (4. 1. 35) 式 
正 是 (4. 1. 31) 式 和 (4. 1. 32) 式 。 对 非 SL(2) 的 单 李 代数 , 则 情况 完 
全 不 同 (4. 1. 34) 式 不 再 是 恒等式 ,对 SLO) (п > 2) (4.1. 34) 式 
是 独立 的 关系 式 , 而 (4. 1.35) 式 不 再 是 独立 的 , 它 可 以 由 (4. 1.33) 
式 和 (4. 1. 34) 式 导出 。 
观察 (4. 1. 32 3& — (4. 1.35) 式 ,容易 看 出 , 当 {J。) 作 如 下 变换 
Ef. | 
„= J, + Al, Ga ==, 3) (4. 1. 38) 


时 , 其 中 4 为 任意 常数 , 则 由 1 与 J。 组 成 的 集合 仍 满足 所 有 

Y(SLOD) 的 代数 关系 。 事 实 上 ,这 个 性 质 对 任意 了 (4) 都 对 。 
通过 上 面 的 讨论 ,已 经 建立 了 转移 矩阵 的 矩阵 元 Ts” 与 

YCSL(2)) 的 生成 元 Uas Jai a = + , 3) 之 间 的 对 应 关系 (4. 1. 25) 


式 和 (4. 1. 27) 式 。 如 果 去 掉 条 件 (4. 1.27) 式 , 亦 即 取 掉 detT (и) = 
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1 的 限制 , 则 工人 0 对 应 的 代数 以 GL(2) 为 子 代 数 。 同 时 ,也 必须 注 


意 , 对 SLC2) 以 外 的 单 李 代数 , (4. 1. 25) 式 和 (4. 1. 27) 式 不 再 成 
立 , 需 要 重新 通过 RTT 关系 确定 了 (uw) 的 矩阵 元 与 YC(4) 的 对 应 
关系 。V.G. Drinfeld BAWERA, h RTT Эс TS a AR 
定 出 一 系列 算 符 , 在 det T G0 = 1 条件 下 ,对 SLCN), 它 们 同 构 于 
Y(SL(N)), 并且 由 TQ < 2) 的 矩阵 元 及 相应 的 代数 结构 决定 
YCSLCN))。 当 然 , 由 于 当 入 之 3 时 , 李 代 数 的 根 图 至 少 是 二 维 的 ， 
这 时 只 由 正 根 及 其 反 根 不 足以 全 部 表达 整个 代数 ,必须 引入 Serre 
关系 2 。 然 而 ,正如 在 文献 [4 中 所 指出 的 ,如 果 从 RTT 关系 出 
发 ,计算 代数 关系 ,就 不 必 担 心 Serre 关系 , 它 会 自动 由 RTT 关系 
给 出 。 这 也 是 用 RTT 讨论 问题 的 一 大 优点 。 一般 情 况 下 的 具体 讨 
论 很 费 篇 幅 而 且 数 学 化 ,本 书 不 再 作 进一步 讨论 ,可 参考 Drinfeld 
的 原始 文献 及 有 关 文 献 L1 一 5j。 

要 强调 的 是 ,与 物理 模型 相 联系 的 是 转移 矩阵 Т (и). Im d t 
量 可 由 trT (xc) 中 的 某 个 展开 项 给 出 ,也 可 能 由 c。. 给 出 。 当 哈密 顿 
EH trTe 给 出 时 ,可 以 允许 附加 det Ta) = 1 的 条 件 , 不 过 由 于 
YCSL(C2)) 的 生成 元 一 般 不 与 trT" 对 易 , 即 表示 这 种 哈密 顿 量 不 
具有 YCSL(2)) 对 称 性 。 当 哈密 顿 量 由 6 给 出 时 , 目 然 不 能 再 加 以 
det T (4) = 1 的 限制 ,但 这 时 模型 具有 Y(GLC2)) 对 称 性 。 在 构造 
T CB BEER ETO (п << 2) 与 {}、() 之 间 的 对 应 关系 并 不 
是 特别 困难 的 事 。 而 直接 验证 高 阶 TO (n 2) 所 满足 的 代数 关 
系 是 非常 麻烦 的 ,而 Drinfeld 的 结果 使 得 问题 大 大 简化 :只 需要 知 
道 {7} 和 {7} 就 可 以 了 ,更 高 阶 的 算 符 可 以 自 洽 给 出 ”一 ”…。 从 物理 
角度 看 ,重要 的 是 在 于 用 量子 力学 及 场 论 等 物理 中 已 知 的 算 符 给 
出 Yangian 的 实现 ,并 进而 探讨 Yangian 对 称 性 会 比 过 去 熟悉 的 
李 代 数 多 告知 那些 更 有 物理 兴趣 的 结果 。 

(4. 1. 28), (4. 1. 29) 式 与 (4. 1. 3) R 8 (4. 1. 33) 式 与 
(4.1. 35) 式 定义 了 算 符 1 与 J 的 量子 对 易 关 系 ,也 即 规定 了 量子 
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矢量 空间 中 的 运算 ,但 它们 没有 规定 量子 空间 中 的 张 量 运算 。 但 量 
子 空间 中 的 张 量 运算 是 十 分 重要 的 ,没有 它 ,整个 量子 空间 的 运算 
便 是 不 封闭 的 ,为 表现 这 种 运算 引入 余 乘 法 ,用 A 来 表示 。 


А(Тьбфш)) = 2 T, G) @ T. (u) = T.G) @ Ta GO 
(4. 1. 39) 


其 中 多 表示 两 个 量子 空间 的 直 积 ,不 要 与 RTT 关系 中 辅助 空间 
直 积 相 混 。4 运算 的 一 个 重要 性 质 是: 


АСАВ) = АСА)АСВ) (4.1.40) 


为 了 解 余 乘积 的 含义 , 仍 以 (4. 1. 3) 式 为 例 。 我 们 将 证 明 , 形 如 
(4. 1. 39) 式 并 具有 (4. 1. 40) 式 运算 形式 的 余 乘 积 保证 了 (4. 1. 3) 
式 ( 也 就 是 RTT 关系 ) 量 子 张 量 空 间 仍 然 成 立 。 将 4 作用 在 
[Ts Gu), T. Co) ] E ,得 到 : 


ACUTA G), T' Co) ]) 
= A(T,GO)A(CT AQ) — Al Tal) AUT, QD) 
= (Tn) ӘТ, GO) (Tam Go) QT a0) 
— (T4) Q T' G0) Uu. GO ФТ, (иә) 
注意 算 符 直 积 公式 
(A Q В)‹С Q D) = AC Q BD 
其 中 4 与 C,B 与 DD 的 次 序 不 可 颠倒 , 则 有 
ДСТ, G), Tu) ]) =T nt) Ta, Go) J T GO T ma (o) 


+ T, DT Cu OLT, Cu) T, Co) J 


x^ AN 


(Yo v fi 
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将 上 式 中 量子 对 易 括 号 用 (4. 1. 3) 式 代入 , 遂 得 
(и — vA( ГТ, Gu), Ta (о) ]) 
= (Т.„(0) 69 T,.Go)) (D, GO Q Ta GO) 
— (T, GO © T. Gu)) (DG © Тыби)) 
= A(T.G)2) ACT Q5) — ACT QO) AC T, Q0) 


上 式 右 端正 与 (4. 1.3) 式 第 二 .三 项 取 、4 后 抵消 ,因此 得 出 结论 : 
(4.1. 3) 式 对 余 乘 积 运算 是 不 变 的 ,因而 保证 了 它 在 量子 张 量 空间 
运算 的 封闭 性 。 将 (4. 1. че 1. 40) 式 应 用 于 (4. 1. DRŽ 
量 ,将 TG) (а= 0, +, 3) и 的 展开 式 只 取 到 u? 即 可 : 


ATP) = P T?GT? 
ATP) = > T? OTL HTL OTY) 


АТФ) = X TL @ТФ + Т2 QTL + T QTY) 
(4. 1. 41) 


取 4== р= 1, TO HAMER, А = 1, 则 (4.1.41) 第 一 式 给 出 
4(1) = 1@ 1, Н Жой. 后 两 式 变 为 : 


АСТР) = ТР @1 + 1@ Tš 
w. —T?G1-c-10) TT + >T OTP 
(4.1. 42) 


将 (4. 1. 20044 A C4. 1. 423 HEETE = Tip + T, TP = 
Т? E T (n = 1, 2), 则 有 : 
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AGO = L @ 1 + 1@ 1, G =+, 3) 


AU.) = J.@1 + 1@ J. + 20,8 I, — LOI) 
- 0,8 TP +TP QI) 
AUS = J, @1 + 1@ J, + ELOI- IQI.) 


- +G @ T +TP GI) 
(4.1.43) 
与 
ATP) = Т? @ 1 + 1 @ T" 
ATP) = Т? @ 1 + 109 TV + 21» @ L + 1+@ I- 
+I @IL + т OTP 
(4. 1. 44) 


A= L til, Ј = J + iJ, (4.1. 4352X 5 (4.1. 4403X E HT 
写 为 


AGL) = L @1 +181, 


h. 
AQ) = J,@1+1@ + ies GL, („у 5) 
- Aq gre + TP G1) 


XT Y GLOGD BG. 1. 2703878 T? = 0, T? = P, (4.1. 450 XX 
Ju 8S : | 


AG) = L @1 + 1691, 
h (4. 1. 46) 


АСЈ,) == J, 00) 1 + 1697, + ziad, O 1, 


EE LL mm с LLLA со MZ  * 'HS 
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同时 , C4. 1.46) 式 中 的 第 一 式 是 显然 的 ,第 二 式 则 可 由 (4. 1. 44) 式 


AQ*) = ADAU) + +(AQ.) AG) + Ad OA) 
= 1° б) 1 + 1@ ++ 21, © I + 1469) I +I OI 
对 任意 的 单 李 代数 А, (4. 1.46) 式 可 以 改写 为 普遍 形式 "1 ?1. 
M = 1,®@1+1@1, 


A (4. 1. 47) 
ACJ) = J, C9 1+1 G9 J, + Feml, @9 I, 


对 Yangian 常数 户 取 为 一 2。 

这 里 要 指出 的 是 , (4. 1. 41) 式 是 最 广泛 形式 的 余 乘 积 的 定义 ， 
ш TP 不 采取 满足 det TG = 1 条 件 时 , 余 乘 积 用 工 与 J, KOR 
时 ,可 能 不 再 具有 (4. 1. 47) 式 的 形式 。 同 时 , 算 符 五、 六 所 满足 的 
对 易 关 系 式 (4.1. 33) ~ (4. 1. 35) 与 余 乘 积 形式 (4. 1.43) 式 组 成 一 
个 整体 。 当 改变 对 易 关 系 时 ,如 恰当 地 改变 余 乘 积 形式 ,其 整体 仍 
可 能 满足 霍 普 夫 代数 的 要 求 。 

以 上 扼要 地 以 一 些 具体 例子 的 形式 介绍 了 Yangian 的 基本 合 
Ж ,以 下 将 通过 一 些 具 体 物理 实现 介绍 Yangian 的 物理 含义 ,并 进 
而 对 Yangian Ш Г. 
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上 面 讨论 过 形 如 总 GO = uP 十 1 的 尺 和 矩阵 所 决定 的 RTT 关 
系 , 当 自 旋 为 1/2 BF, P 作为 交换 相 邻 空间 1 与 2 的 自 旋 的 算 符 可 
E: 


P. = 1 


12 一 51 + 2 > (1) 坟 (2)， i; = ls (4.2. 1) 
i=] 


2 
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其 中 a, (12) 0.(2) 是 分 别 作 用 在 空间 1 与 空间 2 БЕТЕН. 
易 知 
[z (a), tO) | = 108; L (а) (а, b = 1, 2) (4. 2. 2) 


Ш RTT 关系 可 写 为 : 
Ra (u 一 OT GT eo) = To T (и), (и — v) (4.2.3) 
其 中 
T=T@1,T—1@T (4.2.4) 
将 (4. 2. 1) 式 代入 (4. 2. DRZ.: 


(и — o) | PaT aota — T GT GP.) 


= Тау и) — Ttw) (4. 2. 5) 
利用 P = ГЕ EXE Po MA: 
(и — IT), Ta] = Pal Too T Go — Too T G») 
(4. 2. 6) 
HT: G = 1, 2, 3) 是 通常 自 旋 算 符 ,引入 四 维 矢量 ; 
Т,(и) = trG;T (GOD, T, Gu) = trT (o (4. 2. 7a) 


将 (4. 2. 60 ZEE DA 60075020 ,并 对 空间 1 与 空间 2 分 别 取 迹 , 并 
考虑 到 (4. 2. 1) 式 ,得 到 


(и — v)|[T; Cu), T Ço) ] 


= trat (DED Pal Та) си) — TGT Ç) ) 


а 
^ 
X 


= > T,GoyT u) — T;GOT,;Q)) + 2triz (1,С1)2,02)2,(1)2,02) 


CTF) — Tu yT8eo))) (4. 2. 7b) 
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EE tr) = 0, tt, = lEt (g Æ k), 15 = 21, 稍 经 计算 便 得 到 
(и — v)[T; (и), T,(v) ] 


= L(UT G2. Tw] Си), Т9) 


1 


4 er Tu) T (0) 一 T (Go )T (u) 


+ 
+ TDT, (u) 一 T, (u )T Co) | (4. 2. 8) 


另 一 方面 ,在 (4. 2. 6) 式 中 交换 u 与 v 则 得 到 : 


(и — WD, TG0] = Pl Two — Toto») 
(4. 2. 9) 
将 (4. 2. 9) 式 与 (4. 2. 6) 式 比较 , 知 


Fa, TG» = ГТ), Tu)] (4.2.10) 


这 是 显然 的 ,因为 荆 与 全 分 属 不 同 辅助 空间 ,而 它们 不 能 区 分 谱 
参数 5 v. 
将 (4. 2. 100 XX ZEE DA z C£ OO ER 2,01), НХ tr UA 


rco, T,(v) | = LT: Co), TG) 


(4. 2. 11) 
[T; G), T G»2] = [T;G)D, T, Ga) | 


将 (4. 2. 11) 式 代入 (4. 2. 8) 式 得 到 
[T'; (u) , TÇ) J == 5l T,GOT, (v) — To DT, Ga) ) / (u — v) 
(4. 2.12) 


如 对 (4. 2. 6) 式 左 乘 上 (1), 并 对 1，2 空间 均 取 迹 ,可 得 到 
(и — vO[T; GO, TCD) | 
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= tro | 600 + 2, CD (06 (2) | 


. (T coto) — Tof c») | 


= + [ [T,G), T, G0] — Си), T G1) 


+ ig l TOT (и) — T,G0T,Q)) (4. 2. 13) 
考虑 到 (4. 2. 12) 式 , 便 有 : 


(TGD), Too] = ica TODT; a) — T,GOT,;Q)) / (и — v) 
(4. 2. 14) 


很 容易 将 (4. 2. 12) 式 与 (4. 2. 14) 式 写成 统一 的 式 子 , 令 ， 


» = Т, = T, (k= 1, 2, 3) 


J, = ЕЈ • gw = diag (1, — 1, — 1, — 1) (4.2.15) | 
E0123 = 1 
同时 ,对 (4. 2. 3) 式 取 迹 , 易 知 
ГТ,Си), To) | = 0 (4. 2. 16) 
于 是 (4. 2. 122: X. (4. 2. 14) 式 与 (4. 2. 16) 式 即 可 写成 : 
Cju), 3.60) ] = Lj), у„би) | 
= L: ОӘО) POM OG (2 1T 
à и — U 


这 是 整体 转移 矩阵 所 满足 的 4 维 流 形式 ,注意 流 的 指标 к, v, p, 
5 一 0, 1, 2, 3 且 具 有 洛 伦 兹 度 规 。 要 注意 的 是 这 种 流 包含 任意 
复 参 数 , (4. 2. 17) 式 显然 是 通常 圈 (loop) 代 数 的 量子 化 推广 ,并 由 
RTT 关系 限制 出 来 , 它 的 物理 实现 在 高 能 物理 有 用 途 。 
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54.3 自 旋 模型 与 Y(SLC2)) 


由 于 SL(2) 可 以 有 许多 具体 物理 实现 , 现 从 最 简单 的 自 旋 算 


符 开 始 。 
(1) XXX 模型 和 YCSL(2) ) 的 实现 
自 旋 算 符 满 足 对 易 关 系 
[ S5, SE] = ið pEr S; (a, B. У = 1, 2, 3; 7» k = 1, 2, °... N) 


(4. 3. 1) 


Жр o. 8, У 为 自 旋 指标 j, & 表 示 格 点 位 置 . 具 有 N TRAH Ei 
旋 链 上 的 总 自 旋 为 : 


N 
5 = MS, (4. 3.2) 
j=1 


H (4.3. 1) 式 易 得 总 自 旋 满足 对 易 关 系 : 
[5°, SE] = ig, SV (4.3.3) 


由 于 局 域 转移 矩阵 乙 .(x) 和 整体 转移 矩阵 了 (zx) 都 遵从 RTT X 
系 , 并 且 具 有 同一 R (w) 和 矩阵 。 H MT PHI TOOM Lalu) 
后 (n 为 格 点 指标 ), 所 有 公式 都 是 正确 的 。 由 (4. 1. 25) 式 和 
(4. 1. 27) 式 给 出 的 对 应 关系 易 将 对 应 于 Y(SL(2)) 的 Г, (x) 写 成 : 


—Hn 1} 


ln-a Л 
1 了 


L, lu) = 1 + e| Lee 


- ipy 
J, gda + J, 
(4. 3. 4) 


Ж (5, Ji a =t, 3) 组 成 第 ”个 格 点 处 的 Y(SZ(2)) 的 生成 
元 。 如 果 对 展开 式 (4, 3. 4) 式 取 到 27 项 ,并 令 L = S,, S, 满足 
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(4. 3. 1) 式 , 则 


(4.3.5) 


— 53 S} 
L.(u)—1-4«u! | | 


S. S 


是 RTT 关系 在 第 格 点 处 的 解 ,也 即 XXX BUS n Б) e E 
阵 。 以 前 已 介绍 过 ,整体 转移 矩阵 工 (4) 可 以 由 L, (ww) 表示 为 ; 


N 
TG) = [[1,060 = Ім), GO: L (и) (4.3.6) 
n=] 


利用 (4.1.16) 式 ,可 以 计算 出 | 5: 一 SCS 十 D) = 3) 


4 
detL, Cu) = ( L,Gu)) (Lalu — 102) p — ( Lalu )) É (1, би — 12) a 
| = f(u) 
fi) = u (и 一 D^ fulu — 1) 一 i| 
(4. 3. 7) 
由 于 RTT 关系 中 ,L(x) 可 以 允许 差 任 意 常数 因子 ,从 而 可 以 引入 : 
І! (и) = (fG0) L, Cu) (4.3. 8) 
亦 即 detL! (и) = 1。 相应 地 ,(4. 3. 6) 式 变 为 : 
5 Ñ 
Т'‹и) = [zoo = fa [[z.o» (4.3. 9) 
n=] n=] 
由 于 可 以 证 明成 立 : 
detT (u) = detLx(u) * detLy (u) + +++ + detL Gu) 
(4. 3. 10) 
从 而 知道 必 有 


detT" (и) = 1 


这 样 , 可 以 确定 ,由 (4. 3. 5). (4. 3. SX 4. 3. 10) 式 给 出 的 


— M—————À M —————— 
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T' Cu) ERE-F Y GLODO ,ZRBI T (xz) 必 有 如 下 形式 : 


— I I. 
reo - ieu " | 


I. С 


I: 一 Ј, J, 
+ и? ; ipay + 31D 
_ 2 ; 
将 (4. 3.5) 式 、(4. 3. 8) 式 代入 (4. 3. 9) 式 ,然后 与 (4. 3. 11) 式 比较 ， 
nf pf ui. 


I —S = MS, (4. 3. 12) 


J = (— 1) DI x $,) (4. 3. 13) 


jk 


(4.3. 12) 式 与 (4. 3.13) 式 给 出 Y(SL(2)) 的 一 种 自 旋 为 1/2 的 表 
示 。 它 满足 Yangian 的 代数 关系 (4. 1. 30) 式 一 (4.1. 33) 式 (可 以 直 
接 验 证 )。(4. 3. 1) 式 是 基本 对 易 关 系 ,对 自 旋 1/2 模型 ， 
S (a =+, 3) 可 以 用 费 米子 二 次 量子 化 算 符 表示 为 : 


N N 1 N 
= >'atb;, S = > bra, 5° = 5 >) (aj a; — bf bj) 
j=] j=1 7 一 1 


(4. 3. 14) 
其 中 


аў = ch s a; = cj, > b? —c > b; = с), (4. 3. 15) 


Cc 与 cj 遵从 费 米 子 的 反对 易 关 系 : 
Lehs Cjo ]4 = 948,7 (c, o! = №, ү) (4. 3. 16) 


其 中 [4, B], = АВ + BA, 将 (4. 3.13) 式 改写 为 ; 
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N N 
J. =+ MSS; 4 = + > enSfST 4.3.17) 
T 


XE RE J. 用 产生 算 符 、 泽 没 算 符 表 出 ， 


N 
J, = | — 1| Dj) ear bi(ar a; — b; b;) 
3 } 


N . 
J.— + Mejtaafa, — bj b) (4. 3.18) 


通过 上 述 实现 已 经 可 以 看 出 ,了 = S 描述 固定 格 点 上 自 旋 矢 
量 的 “转动 "行为 ,而 J 则 引起 从 一 个 格 点 迁移 到 另 一 个 格 点 的 行 
为 。 因 此 ,7 一 定 组 成 封 财 代数 ,而 包含 J 的 代数 一 定 是 无 穷 的 , 它 
使 目 旋 从 一 个 位 置 移 到 任意 远 处 .所 谓 Yangian 关系 ' 是 你 证 了 这 
种 移动 -转动 的 自治 组 合 。 

XXX 模型 的 哈密 顿 量 由 trT(w) 组 成 ,可 由 ElntrT GO |... 


= X Pa 给 出 , 当 自 旋 为 1/2 时 , 遂 为 : 


N 
Hxxx ~ >`S, У (4. 3.19) 
i=] 


由 Y(SL(2)) 的 生成 元 的 实现 (4, 3. 122 HI (4. 3. 1327, ЖА S 
证 [Hyxx, 1] = 0, {Н [Hxxx, J] Æ 0, 也 就 是 说 ,XXX 模型 不 具 
有 YCSL(2)) 的 对 称 性 。 

为 了 具体 说 明 (4. 3. 12) 式 与 (4. 3. 13) 式 的 物理 意义 ,讨论 总 
格 点 数 入 = 2, 3, 4 的 情况 .将 会 看 到 ,Y(SL(2)) 算 符 及 其 组 合 实 
际 上 是 李 代 数 空间 的 跃迁 算 符 。 熟 知 两 个 李 代 数 表 示 A, 与 A, Ë 
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积 并 分 解 为 若干 个 独立 子 空间 的 直 和 和 ， 
M 

A, @ 4, = ФЕ, (4. 3. 20) 


在 李 代 数 意 义 上 Е, , E, 9 °°) Ew [н] E fh Уу BJ 9 李 代 数 的 运算 是 在 给 
EAL E, 内 进行 的 。 实 现 E, 5 Em 间 的 跃迁 算 符 就 是 由 了 组 成 的 。 
考虑 两 个 自 旋 1⁄2 的 系统 ,其 三 重 态 与 单 态 波 函 数 分 别 对 易 


+ @ + =1@0 形式 分 解 的 两 部 分 : 


5 = ] 
1 = 1А) 
1 
1,0 = —=—(Ç ) 
И 011 tup (4. 3. 21) 
$a = |Y v n 
5 = 0; | 
1 
0,0 = ——€ )— )) 
Mm ОЮ 


其 中 yss 表示 相应 于 总 自 旋 S 投影 为 5S, 的 态 ,第 号 下 面 的 数字 
表示 粒子 。 现 在 问 一 个 问题 ,在 通常 李 代数 范畴 内 ,只 能 用 1+ 改变 
S. 的 值 , 即 只 能 在 S = 1 里 升 . 降 。 这 在 李 代数 中 是 个 很 普遍 的 情 
况 : 李 代数 线性 算 符 不 改变 表示 的 权 。 那 么 什么 样子 的 算 符 能 将 
S = 1 的 态 改变 为 S = 0 的 态 , 即 在 三 重 态 与 单 态 间 引 起 跃迁 呢 ? 
”答案 是 ;(4. 3. 13) 式 给 出 的 了 算 符 就 起 着 这 样 的 作用 。 观 察 = 
4.1: 


l ,. 
Pii = J 
I| 11+ — 
Po J' r Poo 
Г 1+ p^ 1 
da m 
J2 
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0*- ——J* =F ——(515}— SESD 


其 中 un TIG — 5285) (4. 3. 22) 
| (J? = 515; —SiS, 
很 容易 验证 图 4. 1, 例 如 


1 
оа = L уф = 
бу” di 


1 +Ç3 _ Ç+ Ç 
> (5275 57550] ү y? 
为 方便 将 态 归 一 为 


510) == |y), SLAS |+) 
Saly = М, Sal = [уа 
ЖОЖ Sal AO = 55|) = 0): 


Q* 4. -. 


| 


| 1 1 

(一 ]) 一 -一 > 一 ——(— 1) ) 
gi poeni 
= do. o 

Qt фо = — l 


+ 3 _ + Ç3 — 
Үз 77; 09 STSD t y? R. А) 


3 — 十 名 一 __ + Q — _1 — 
J’ Po, о == (5, S; 57,5|) 770 \ ү) 
1 


ео! 1110 = o. 


Tp, о 一 l (sts; 


— S+S- 
7T S5, PD E I4 5» 
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=— (— 
77. I 520-14 4» 


= Po, o 


因此 J 实际 上 是 两 个 自 旋 1/2 组 成 的 系统 的 跃迁 算 符 , 它 实 现 了 
自 旋 单 态 与 三 重 态 间 的 转变 。 从 这 个 例子 可 以 看 出 , 算 符 y 的 本 
质 是 改变 李 代 数 表示 的 权 , 也 就 是 量子 力学 中 的 跃迁 算 符 。 再 看 三 
个 自 旋 1/2 组 成 的 系统 中 权 的 变更 情况 ， 

三 个 粒子 ,每 个 粒子 自 旋 为 1/2 时 , 8. 


181-19: 
79297-20707 
一 一 一 一 
来 自 两 个 粒子 自 旋 为 1 的 态 
由 于 全 同 粒子 对 称 性 的 要 求 , 取 线性 组 合 后 ,定义 ; 
Os = š, + Ju Ga =+, 3) GS 表示 对 称 ,图 2. 8 中 实 线 ) 
O& = 3i(2J:, 一 Ju + J:0 CA 表示 反对 称 , 图 2. 8 中 虚线 ) 
其 中 为 方便 ,将 
И =F 90585: 一 S#SD G<p i j=l, 2,3 
J; 


3 = StS7 — S+Sr 
(4. 3. 23) 
而 用 以 标志 总 自 旋 5, 5, 与 两 个 粒子 态 原来 的 合 自 旋 * 的 态 记 为 
|5, $1; 5): 


з 3 _ 


1 2 
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_ _1_ 
1) 大 АТТАН Алу 


2 3 1 2 3 


| to [co 
м | 


+ ю+ FOI ^» 


)- 
|3. 3,1) = 1+4) 
|i) СЧЕТУ 244» 
[be 3)—vRO'G d tb-2 0» 


| 20) = 505-0664» 


1 1 1 
2. = 2:0) Ft lv tv» 
I*z 15, 


上 式 中 自 旋 的 次 序 依次 为 1, 2 与 3。 可 以 直接 验证 下 式 关 系 , 见 
图 4. 2。 
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四 个 粒子 时 , 先 将 两 个 粒子 组 成 自 旋 三 重 态 与 单 态 ,再 取 其 自 
ERE: 
ТЕС 
ielelel-aeoeageo 
—2]9igdogigigo 


由 1, 1 构成 
上 式 右 端 第 一 个 三 重 态 1 由 0, 1 构成 ,而 第 二 个 三 重 态 则 由 1, 0 
构成 。 同 是 单 态 前 面 的 由 1, 1 构成 ,而 最 后 的 则 有 0, 0 构成 。 保 
留 这 些 作为 态 的 分 类 则 有 (前 面 两 个 数字 表示 25, S): 


4 


_ = —1_ 
|4, — 1, 1, D FLIO IAD 


--l*^»odct litt» 


_ 1 | | 
4,0,1, D= Zt v EI tO 


tivt*5oriti v A) 
十 | 不 全 > 十 | 不 二 个) 


M.LLD-liOqi545 十 | 个 业 不 个 》 


十 | 个 个 个 > 十 | 个 个 个 >) 
14, 2,1,1) | 4 4 ^ 4b 


u — _1_ _ 
|2, —1, 0, D 511 КЕКЕК. 
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-— — 
2, 1, 0, D = vC ttt АЛУА) 


2, 0, 0, 1) = df 5 o E IB 


—|4$ 555—145 ^» 


2, = 1,1,0) = АВФ ЕРЕК) 


2, 1,1,0) = СЕВ ТАФ) 


12, 0, 1, 00 = $C 54 ТЕ ААЦ) 


күру) 
2, 0. 0, 0) = 20А bli t6 
куу AAND 
2, 1,1, ОВЧЕ 
| 
2,0,1, D= TE Fo ІЕЕ) 


2.1.1. о АТАА 
(Кук ТААК 


_ _1 
0, 0, 1, DD syel +++) 


— Ауу |Y i^ t» 
— A 4t) |Y ^ ^v» 
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引入 算 符 (a =+, 3); 


OS. s, J — J> 十 J3 + dia 
a Fa Fa Fa Fa 7 a 
As = 2 Ji + J d Јав J3 + Jü. (4. 3. 24) 
S РА РАХ ГАХ M 
OS. A, = 2 J 24 一 Ја + J з + Jš, + J 
不 同 态 的 跃迁 见 图 4.3, 
4,2,1,1) 
| + E Os i^n 
一 十 тз 
! | fz Os „з; Ox Sa 
|4,1,1,1) 12.,1,1,1? |2,1.0,1› |2,1,1,0) 
|4,0,1,1) |2,0,1,1? |2,0,0,1? 12,0,1,0) 
` | | 
l4, —1, 1,1) |[2,—1,1,1) |2,—1,0,1> |2,—1,1,0) 
Ot Ох S 
| | ps OS i^n 
14, —2,1.1? 
4. З 


所 有 北向 变换 为 O ` „А А] JH SA EA 

2. 长 程 自 旋 相互 作用 实现 与 Haldane-Shastry 模型 

XXX 模型 描写 的 是 近邻 相互 作用 的 一 维 磁 链 问题 , 它 的 推广 
是 Haldane-Shastry (H-O HA- 为 了 解 H-S 模型 ,首先 讨论 
J, 的 长 程 相互 作用 实现 。 保 持 (4. 3. 12) 式 不 变 , 即 1 不 变 ,而 将 
(4. 3.13) 式 的 J ЕГ Ж: 


N N 
J, =+ > IW; S: S}, J, = i > WaS S3 (4.3.25) 


15) ij 
其 中 WW;; 为 待定 参数 。 将 (4. 3. 12) 式 和 (4. 3. 250 1% A (4.1. 29) 


式 , 易 知 必 须 有 


W .. =— W, (4. 3. 26) 


1] J 
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再 将 (4. 3. 12) 式 和 (4. 3. 25) 式 代入 (4. 1. 30) 式 和 (4. 1. 31) 式 ,并 

h = — 2, 得 到 如 下 限制 条 件 : 如 果 (52)? Z 0, CSD? 52 Ж, 

即 非 自 旋 1/2 时 , 则 要 求 (W = 1。 如 果 (Wi,)? Z 1, Wi 是 依赖 

FHE i. 7 的 图 数 , 则 要 求 (St) = 0, (52)? = 常数 , 并且 W, = 

满足 限制 方程 : 

A; = W4W 4 + W W, + W,W,; = 1 G Z j BË) 

(4. 3. 27) 

其 中 重复 指标 不 表示 求 和 。 

W Wp = 1 НИ, q W, = 1 G < j), —1 G> j), 34 S, 
具有 目 旋 1⁄2 时 , (4. 3. 25) 式 就 是 (4. 3. 13) 式 ,由 此 可 见 ， 
(4. 3. 13) 式 对 任意 自 旋 都 满足 Yangian 的 代数 关系 。 

对 (WY Z 1, 自 旋 为 1/2。(4. 3.27) 式 的 一 般 解 为 ~ 


Z, + Z, 
Wi; — = Z Zij — Zi — Z; (4. 3. 28) 


J 


其 中 Z, 为 分 立 的 复数 集合 ,例如 Zi 二 wi, о = eN (4. 3. 25) 3X 
的 形式 可 以 推广 到 更 一 般 的 形式 。 对 SU(N) (N > 2), E X: 


N N 
L, = 2,5: J, = 2, W, f. SS; (4. 3. 29) 


HP L 3 SU(N) 的 基本 表示 的 生成 元 ,遵从 对 易 关系 


CSi, Sj] = Š; fa Si (4. 3. 30) 
fa ÜN SU ( N)BJZS Э, Е. Jacobi 等 式 : 
fa J dec + Saef pae + Jaa f ste = 0 (4. 3. 31) 


为 了 确定 Wi;; 的 限制 条 件 ,需要 用 到 Yangian 的 代数 关系 
(4. 1.33) 式 一 (4. 1. 35) 式 。 正 如 在 8$4.2 节 所 述 , 这 时 (4. 1. 34) 式 
不 再 是 恒等式 ,而 (4. 1. 35) 式 可 以 由 (4. 1. 33) 与 (4. 1. 34) 式 导出 。 
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由 于 要 求 W,; =— W, ВКА. 3.26) 式 。 而 (4. 1.34) 式 要 求 : 

As = WW, + W iW, + W,W; = h? (4. 3. 32) 
它 的 证 明 较 为 复杂 235 Z^ 98 UR BERE XR V (4. 3. 32) 式 的 一 般 解 由 
(4. 3. 28) 式 给 出 ( 闫 =1)。 当 取 2 = o, o = expIGin/ND) 时 ,有 


(7 — Ут 
N 


W ir 一 一 Ictg (4. 3. 33) 


相应 的 J. Ж: 
J, =i Weg © 


jy 


VN] Fa S 8; (a, b, с = 1, 2, •••, 8) 


(4. 3. 34) 


H (4. 3. 29)Җ (4. 3. 34) 式 给 出 的 Yangian 实现 的 显著 特点 是 它 
包含 了 长 程 效应 的 函数 W;;。 相 应 的 转移 矩阵 TC(w) 不 能 由 各 个 局 
域 的 L, (wu) 乘积 得 到 。 这 种 Yangian 的 具体 实现 描述 了 具有 长 程 
相互 作用 的 H-S 模型 的 对 称 性 %* #1, 

H-S 模型 的 哈密 顿 量 族 具 有 如 下 形式 ，: 


H= D (77) P- 1) (4. 3. 35) 


其 中 求 和 号 2 内 代表 求 和 时 i Aje 
H, = У. (P — 1) (4. 3. 36) 


_ ' | ZZ, Z,Z, | u ; 
H, m 2, iz: Z aZuZu СР. ы 1) + H', 


(4. 3. 37) 


A (P; — 1) 


TD __ ЫШ 
Н. = 3H: jYZ2 


其 中 3 表示 求 和 指标 i， j, … 均 不 相等 ,P; 是 格 点 i 和 j 处 的 
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“ 目 旋 ?交换 算 符 ,并且 ( 相 重 指标 不 求 和 ) 


P, = P, P, + РР, P, P,; 
(4. 3. 38) 
Pis = PaP aP u + G, 7, Ë, l 所 有 轮换 项 》 


对 SU(2)， 忆 ;可 以 表示 为 


Py = $58; +578} + 2818] + + = + + 28, + S, 


(4. 3. 39) 


当 格 点 长 度 工 = Na (a 为 格 点 距离 ) — co 时 ,可 以 证 明和 5, 
[H,, Ja] = 0 (а = 1, 2.3, `°", п) (4. 3. 40) 


К m = 4 时 为 数值 计算 结果 , 当 N 为 有 限时 ,(4. 3. 40) 式 不 成 
MO CTEE,[H,, І. = 0 fé RARI] 3X Ы, (85 Yangian 对 易 , 亦 
即 具 有 Yangian 对 称 性 。 

一 个 自然 的 问题 是 ,如 何 构造 整体 转移 矩阵 (wu) ,并 建立 T(z) 
Б{1,„, J。} 的 对 应 关系 ,同时 用 工 (4) 生 成 出 哈密 顿 族 H, ИЧ 
H-S 并 未 解决 得 很 好 ,对 于 自 旋 为 1/2 的 模型 ,可 以 用 本 章 前 述 的 理 
论 加 以 解决 。 如 前 所 述 , 由 于 detT(u) = 1 条 件 的 限制 在 本 质 上 限制 
T T$? ,例如 对 YCSLC2)) 它 限制 7 了 7%” = Г = (S°, 使 得 RTT 关 
系 得 以 满足 。 如 果 解 脱 这 一 限制 ,那么 decr (Go УТ 必须 满足 (4. 
1.21) 式 ,而 且 detT(x) БТ? 对 易 。 要 强调 的 是 ,现在 c, 并 不 能 由 
I. J, 表示 出 来 ,而 是 由 “更 基本 ”的 、 构 成 7,、J。 本 身 的 自 旋 算 符 表 
达 的 ,因而 с, 可 表 为 量子 空间 的 算 符 , 而 在 辅助 空间 的 行为 像 * 常 数 ” 
矩阵,T3” 此 时 也 不 能 像 SL(2) 那 里 用 1° 表达 ,而 是 用 依赖 于 格 点 的 
自 旋 算 符 表 达 , 但 TT 必须 满足 RTT 关系 的 要 求 。 不 加 detT (и) = 
1 条 件 时 ,Yangian 用 Y (GLCD RR ATE (а=, 3; п = 1, 
2) 与 {1.)、{J。} 的 对 应 关系 由 (4. 1. 25) 式 给 出 (为 方便 取 有 = 一 2 )， 
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但 是 Tn 5 TP 能 由 (4. 1. 9) 式 确定 ,而 且 高 阶 的 To (а =, 3) 
fk aW UL. ЛТ, 6, TU, BUH. T GOSBEERORCT: TP 
的 构造 。 为 此 首先 考虑 TS , 它 必 须 通过 ЕТТ 关系 决定 。 可 以 构造 
п; 


f 
ТӘ = + >) ОУ (Р,—1) (4.3. 41) 
i. j 


1 


Т9 一 一 二 в > WW „(Р — D — 4T T 


(4.3.42) 


T (9? = — ' (W, МИ aW uW u + 1)СР, м m 1) 


32,4 , 


++ Уу [W,W,P.P,, -4 


P. j k, tł 


LW W, P.P, | 


— MY [$ oN 一 1DW; Wa + — r Wy) |P, 


t J. Ё 


1 


3 
y H: — 


— DT? — TPT — 4089» + =H, 


(4. 3. 43) 
其 中 


р = т — P + + (Tiny 
(ZZ 
нч=-—2 У) |) cn 


注意 Т? 与 所 有 的 T” 和 矩阵 元 都 对 易 , 为 简单 可 取 为 c 数 。 在 构造 
出 TPO 的 基础 上 ,再 利用 递 推 关 系 式 (4. 1. 10) 式 可 以 得 到 Te (а 
= 0, n> 2), 便 可 逐 阶 定 出 高 阶 T" 的 矩阵 元 。 由 于 写 起 来 非常 繁 


(4. 3. 44) 


ЯК, Ж, HA. 3. 35) 式 一 (4. 3. 37) 式 给 出 的 Hm = 2, 3, 
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4) 可 以 由 detT G0 生成 出 来 ,由 (4. 1. 21) 式 可 以 计算 出 〈c; = 
ГУР): | | 


c, = 常数 
Сә — 一 2H, + A, 
cs 一 一 £H, +A, | (4. 3. 45) 


Са 一 >H. + А, 


其 中 


1 
А, = = 


c, + la 


> + +N(N + 2) А; = с, 


А 
A, = 2 У) QV — $N У, 
+ > Ge, -一 Cz) mu eG: 一 с;) 
(4.3.46) | 


(4. 3.45) 式 表明 ,H-S 模型 的 哈密 顿 族 可 以 由 det G) 中 的 c 得 
到 ,而 cs W| iH T” SERTI” 等 算 符 表示 。 通过 解 RTT 关系 ， 
构造 出 tT”, URTI”, 便 可 得 到 T(x) 拖 阵 , 进 而 计算 其 cn» 
发 现 正 是 五。 族 。 这 种 转移 矩阵 T(z) 是 整体 的 , 它 不 能 再 “分 解 ” 
为 诸 局 域 转移 矩阵 的 乘积 。 已 知 像 XXX 模型 ,那里 通过 局 域 转移 
和 矩阵 工 ,(u), 便 可 生成 出 整体 的 TC(u)。 现在 由 于 长 程 作用 函数 И, 
是 格 点 的 函数 , 它 不 能 因 式 化 为 每 个 格 点 处 具有 相同 形式 的 也,(z) 
的 乘积 。 这 也 就 是 说 ,H-S 模型 不 存在 局 域 转移 矩阵 。 这 个 现象 在 
RTT 关系 的 解 中 是 比较 普遍 的 ,以 后 还 会 涉及 到 ， 


84.4 一 维 Hubbard 模型 与 YCSL(2)) 对 称 性 


应 用 (4. 3. 18) 式 所 示 的 二 次 量子 化 表象 ,生成 元 Ha Jas 
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a =+, 3) t "TELE UAE CU; 


N N N 
1 
I, = шаг, 1_ = 26а, Г, 一 > 2) (ata; 一 b; b;) 
(4.4.1) 
J = > batb —U Уе, 
isj i. j 
J.— $ orb; +U Хғ (4. 4. 2) 
D. Jj f. J 


J3 


| 
| 


í, j; і, j 
其 中 It = atb, Ir = Ба, В = + (ata, — bib) 


1, i<j 
Ө, = 9; ji 一 8, у+1, ©; 一 | 0, i=j] (4. 4. 3) 
ЕЕ 1, г — J 


U 为 耦合 常数 。 与 (4. 3.18) 式 相 比较 ,容易 看 出 (4. 4. 2) 式 增加 了 
含 0, 项 。 直 接 计算 表明 ,(4. 4. 1) 式 (4.4. 2) 式 满足 (4. 1. 30) 式 一 
(4. 1. 32) 式 或 (4. 1. 33) 式 与 (4. 1. 35) 式 ,整个 计算 是 基本 的 ,但 要 
处 处 注意 (4. 3. 16) 式 费 米子 的 反对 易 关 系 , 尤 其 是 不 同 格子 的 费 
米子 反对 易 。 

这 种 YC(SL (2)) 的 实现 有 一 个 重要 性 质 , 就 是 与 一 维 
Hubbard 模型 的 哈密 顿 量 对 易 。 熟 知 的 哈密 顿 量 为 ; 


Ни = — УХ (ata, + аа; + bf bu, + bU) 
e 
LU Y lata — L) s, — +) (4.4. 4) 
L 2, 2 
Нь, L] = 0, [Hys Ja] = 0 (a =+, 3) (4.4. 5) 


(4. 4. 5) 式 成 立 的 条 件 是 N 一 co, 即 无 穷 长 链 。(4. 4. 5) 式 第 二 式 
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证 明 较 为 繁琐 ,因此 只 列 出 要 点 。 由 于 
J}, Ha] = À + BU + CU? 


其 中 4, B 5 C 表示 将 (4. 4.4) 式 、(4.4.2) 式 代入 (4.4.5) 式 第 二 
式 后 参数 U 相应 者 次 前 的 系数 ,例如 


N 
А = — | Z Catb — а 6-1)» 
1-1 


N 
>° (ala; + аўыа; + bi biri 十 ЊБ, | 
j=l 
= > { сё, jid + a;,19;) bi. m a; Сб; 1,3 biti + Š;, T0 
— (à, j+ af 一 д, аз 06:1 + a? (8,1, j bi, + ô;, i 5;)] 
= >` (af bizs 一 一 a; 5; — a; b, 一 a; b; — ab, — аЬ; 


+ a? b, + af biz} = 0 


上 式 中 用 到 了 一 维 格 点 链 为 无 穷 长 (No0) 的 条 件 。 用 类 似 的 计 
算 可 以 证 明 当 N-~co 时 ,有 与 C 均 为 零 。 比 较 繁 焉 的 计算 可 以 证 
HJ, J; 与 Ни 对 易 : 


[J+ , Hy = [7,, нь] = 0 


由 于 | | 
U, Hy] [L,, Hy] = 0 (4. 4. 6) 
m YGSLODO B I 5 J 28 BUB 
[Y(SL(2)), Ha] = 0 (4. 4. 7) 


ЖЕЕП Y (SL(2))E-— E Hubbard 模型 的 对 称 ,如 果 存 在 Y(SZL(27)) 
表示 的 有 限 维 表示 ,那么 (4. 4. 7) 式 表明 ,Ha 存在 该 维 数 的 简 并 
E. 即使 在 基态 ,也 存在 这 种 简 并 度 ， 我 们 知道 , 简 并 度 是 与 对 称 
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性 相 联系 的 ,现在 Y(SZ(2)) 是 一 种 过 去 未 曾 注 意 到 的 新 的 对 称 
性 , 它 提供 了 新 的 简 并 度 。(4. 4.7) 式 首先 由 文献 [11] 提 出 的 。 现 
在 已 经 知道 ,Y (SL(2)) 存 在 有 限 维 表 示 "” ,这 样 研究 一 维 
Hubbard 模型 基态 的 新 的 简 并 问题 成 为 可 能 ,这 是 个 有 兴趣 的 问 
题 。 通 过 这 个 例子 ,我 们 对 YC(SL(2)) 的 本 质 有 了 比较 具体 的 
了 解 。 

Н ЛЕ 1/2 的 相互 作用 磁 链 系统 ,每 个 格 点 上 有 SL(2) 局 域 对 
称 性 ,经 典 图 象 是 绕 z 轴 旋 转 的 不 变性 ,这 种 对 称 性 用 1 表达 , 它 
并 不 能 产生 粒子 的 移动 。 这 种 对 称 性 对 没有 相互 作用 的 个 别 自 旋 
系统 是 成 立 的 。 现 在 要 问 : 当 该 系统 存在 不 同 格 点 则 的 非 线性 相互 
fF H Н CELERE 513) Hopping 过 程 ), 这 个 系统 还 存在 对 称 
VERG? (4.4. 6) 式 表明 ,一 维 Hubbard 模型 中 ,总 目 旋 仍 然 是 好 量 
子 数 。 但 是 ,现在 粒子 能 够 跳动 , 仅 用 局 域 自 旋转 动 算 符 来 描述 是 
ЖЕ, GMIA Hopping ARF, ERE J. J 的 作用 描述 了 粒子 
从 格 点 i 向 相 邻 的 格 点 i 一 1 或 i 十 1 跳动 ,从 而 引起 不 同 格 点 间 
自 旋 的 耦合 ， 显 然 / 是 不 可 能 封闭 的 ,因为 可 以 一 直 跳 到 无 穷 远 
处 。 这 种 跳动 的 特点 是 ,J 是 引起 相 邻 格 点 的 作用 算 符 ,作用 一 次 ， 
在 格 点 上 移动 一 格 , 一 直下 去 形成 无 穷 维 代数 。 例 如 从 i BERI + 
2 必须 与 从 i 跳 到 i 十 1, 再 从 i 十 1 跳 到 i 十 2 相 自 治 。 从 代数 角 
度 讲 ,无 穷 维 代数 可 能 由 无 穷 个 生成 元 构成 ,这 时 结构 将 比较 复 
杂 。 现在 这 个 无 穷 维 代 数 只 由 跳动 一 个 格 的 基本 算 符 ( 与 > S, x 


S, 相配 ) 不 断 操作 形成 。 因 此 ,Yangian 正 是 描述 这 种 非 线性 相互 
作用 模型 的 严格 对 称 性 ;同时 ,Yangian 的 引入 大 大 简化 了 这 种 新 
型 对 称 性 的 描述 。 因 为 YCSL(2)) 只 涉及 6 个 算 符 :7 与 了 ,但 却 生 
成 了 整个 无 穷 维 代数 。 这 种 无 穷 的 特性 是 容易 理解 的 ,因为 在 处 理 
相互 作用 系统 时 ,从 微 扰 论 的 观点 ,必须 用 原始 对 称 性 算 符 作 无 穷 
展开 ,造成 无 穷 项 修正 项 ,这 是 因为 没有 找到 反映 整个 相互 作用 的 
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严格 对 称 性 ,因而 不 能 严格 处 理 非 线性 问题 .现在 Yangian 正 是 一 
大 类 非 线 性 量子 完全 可 积 系 统 的 严格 对 称 性 ,而 知道 了 系统 的 全 
部 对 称 性 意味 着 可 以 得 到 能 谱 的 重要 信息 。 历 史上 典型 的 例子 是 
氢 原 子 问题 中 的 Runge-Lenz 向 量 。 由 于 该 向 量 的 存在 ,使 得 氨 原 
子 具 有 SO(4) 对 称 性 , SO(4) ~ 500) © SUC), 它 导 致 氢 原 子 


Bei a 为 正 整 数 ) T Hubbard 模型 已 证 明 存 在 SOC4) 对 称 


性 ,其 中 一 个 SU (2) 表 现 了 局 域 自 旋 算 符 I == S 的 对 称 性 , 另 一 个 
SU (2) Hi w-pair EM 19, 3x 4- SO(4) 对 称 性 对 任意 维 Hubbard 
模型 都 成 立 。 现 在 知道 ,对 一 维 Hubbard 模型 ,除了 对 S 的 对 称 性 
外 , 另 一 个 SU(2) 被 推广 , 合 为 Y(SZ(2))。 用 Yangian 对 称 性 重 
新 研究 能 谱 结构 ,这 是 个 刚刚 发 展 的 课题 .值得 提 到 的 是 ,XXX SR 
型 谱 的 实验 研究 已 经 获得 相当 的 成 功 " [ЫП Yangian SEPT TEJA 
迁 行为 中 的 作用 是 值得 研究 的 。 
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上 面 Y(SL(2)) 的 实现 是 通过 自 旋 算 符 实现 的 ,或 等 效 的 用 
产生 算 符 、 肖 没 算 符 表示 的 。 但 在 通常 量子 力学 中 ,粒子 运动 的 基 
本 量 是 动量 p( 或 x) 与 轨道 角 动 量 K。 那 么 我 们 可 否 用 它们 实现 
YCSL(2)) 呢 ? 管 案 是 肯定 的 。 现在 扼要 介绍 南开 大 学 研究 组 在 这 
方面 的 成 果 。 由 于 我 们 将 讨论 一 般 理论 ,首先 讨论 简单 情况 。 

(D 由 三 维 运动 的 8(3) 代 数 构 造 Yangian 

三 维 空间 运动 的 相 空 间 由 6T EIBRN SUUM, М, Мз, Pi» 
pz，p3) ,它们 遵守 泊 松 括号 


{Mas Ma? = g, M, 
{Mas Ps! = Eg pr (4.5. 1) 
{ Ра» Ps) = 0 (а, 8. У = 1, 2, 3) 
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以 上 《及 以 下 ) 相 重 指标 代表 求 和 。 
注意 ,把 р. 换 成 坐标 xz., 所 有 (4. 5. 1) 式 的 关系 形式 是 不 变 
的 。(4. 5. 1) 式 中 有 两 个 Casimir 算 符 : 


fi = p; Ri), f, = BMIOX х.М.) (4. 5. 2) 
(f Му = 0 G = 1, 2, а = 1, 2, 3) (4.5. 3) 


一 般 说 (4. 5.1) 式 并 不 要 求 p( 或 x) 与 M 垂直 ,但 它们 的 标 积 必 为 
Casimir , В| | 


p * M = рр, p = (рі) (4. 5. 4) 
或 
x: M = gr, r = (z2)!1⁄2 (4.5. 5) 
可 以 定义 新 的 量 !, 它 与 p OX х): 
la = M — Ebel p, p.M, = 0 (4. 5. 6) 
-或 (注意 L AJAJE) 
la = M — gx,/r, xd, = 0 (4. 5. 7) 


现在 看 , 当 g Z 0 BF, (4.5. 60 5X Ck (4. 5.7) 式 能 引起 什么 物理 效 
R. 以 下 将 说 明 , 常 数 g 正 是 经 典 磁 荷 。 将 上 述 直角 坐标 系 转化 为 
球 坐 标 系 ,如 图 4. 4 所 示 。 

设 p (sË r) 5 z 轴 夹 角 为 0, 绕 z 轴 旋 9 角 , 则 角 动量 工 三 个 分 
量 可 用 绕 垂直 于 第 2 与 第 3 轴 的 平面 旋转 的 角 动 量 算 符 D, 和 绕 垂 
直 于 1，2 平面 旋转 的 角 动量 算 符 ls 表示 出 来 。 根 据 图 4. 4, 有 


pi = рвїпбсозф, p, = psinÜsing, ps = рсов@ 

l = 1„сої@со$ф — laing 

б (4.5. 8) 
l, = l, cotÓsing + /,cose 


L, = — 1, 
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| (I=.J,cot0) 
图 44 
其 中 2 IË 0| xix/2.0x:ext 2x, 1 与 p 垂 直 。 将 (4.5.8) 式 、 
(4. 5.7) 式 代入 (4. 5. 1) 式 、(4. 5. 6) 式 ,注意 Casimir 与 任意 元 素 
的 泊 松 括号 为 零 , 易 得 : 


(0, p} = {ls, P} = Ud, 0} = 0 
(0, la} = (9, lo? = 1 mu 
Us, lẹ} = gsind (4. 5. 10) 
H (4. 5. 9) 式 可 以 看 到 ,Le、2。 分 别 为 角度 0 53 o B t Su 5 ERE , (Нр 
个 转动 算 符 间 的 次 序 不 可 颠倒 ,这 个 效应 反映 了 g = 0, 按 一 般 微 
分 几何 理论 , 作 二 次 型 : 
当 (9 ， q') — 0, (q', nj) 一 Ó, Uni, 1j) — Fx) | 
| (4. 5.11) 
M F = Fdq Л да 封闭 即 dF = 0 时 , 原来 的 二 次 型 dp A 
dg! 应 修改 为 ， 
N = dx, A dg + F, ад A да = dr; Л dë + Е. 
2 0.5.12) 


(4. 5. 9) 
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在 物理 上 ,PFCz) 就 是 电磁 场 , т, 一 p, 十 LA; 为 力学 动量 。 F, dq' 
A de! 为 微分 磁 通 量 。 现 在 将 (4. 5. 9) 式 与 (4. 5. 10) 式 代入 


(4. 5. 12) 式 ,有 
N = dJ; A d0 + dJ, Л de+ рѕіпбіб A ар (4. 5. 13) 


其 中 
Е = gsin0d0 Л dg (4. 5, 14) 
F 为 磁场 , 它 的 通 量 为 在 球面 上 积分 : 
| Dr = g 人 jineae A de= zg • 47n (4.5.15) 


也 就 是 说 g 为 磁 荷 。 这 种 经 典 磁 荷 表 现 为 拓扑 性 质 ((4. 5. 15) 
式 )。 现 在 ,(4. 5. 4) 式 或 (4. 5. 5) 式 的 物理 意义 很 明确 : 当 g 关 0 
Bf. 5 mE UI 3E Sg Е E (4. 5. 10) 式 , 即 相 当 于 引起 电磁 矢量 
势 , 它 对 应 的 场 引起 有 散 力 线 状 磁 通 ,导致 磁 单 极 的 存在 ,g Ж Ж 
磁 荷 。 因 此 ,在 以 后 讨论 中 ,凡是 用 到 (4. 5.4) 式 或 (4. 5. 5) 式 中 
8 关 0 者 即 代 表 磁 单 极 效应 。 

现在 回 到 量子 力学 。 此 时 有 : 


[Mas М, | = it M, 
. . (4.5.16) 
[Mas К, | = 1Є.ву Ky (或 | M,, хв] = 1& ду: Су) 
K,M, = M,K, 
[К?, М, | = [x?, М, | 一 [K.M,, M; | (4. 5. 17) 
— [x.M,, М; | 一 0 


K - M = gK, K = (K°>!1⁄2 3j Casimir (4. 5.18) 


现在 引入 算 符 
7 — M (4. 5. 19) 
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Ј = OMYK (‹м)° = SOM!) (4. 5. 20) 


易 知 
[Ias Jg] = lêEagrd 7 (4. 5. 21) 


即 满足 (4. 1. 335 X... mi J. 间 的 对 易 关 系 为 : 
[Jas J5] = (М * Keer — K? (M XEM, (4. 5. 22) 
考虑 到 (4. 5.18) ,得 到 
[Ja Jg] = 2igK&,nJ, — 2iIK*(MD'e My (4.5.23) 
自 于 (CM)? 不 是 代数 的 Casimir , 即 不 与 所 有 元 素 对 易 ,所 以 不 构成 


封闭 李 代 数 。 定义 J = J, iJ: 经 过 直接 计算 (所 有 计算 公式 都 
可 以 在 文献 [15] 中 找到 ,发现 下面 关系 成 立 ， 


[Js D+, J-J]= «КӘ, I—II- J.) (4. 5. 24) 
[U., [J,, J.]]9 GK0I, (J, J, — L, J.) (4. 5. 25) 


2[ Js, Das J«1]9- [J+ СЛ, 71] 
= (4K*) (2l, 4 L — L, J) FI Q J — J. I.) 
(4. 5. 26) 
显然 , 它 正 是 (4.1. 31) 3&5 (4. 1. 32) 3X4 А? = (AK? 的 情况 ,也 
就 是 (4. 1. 35) 式 。 由 于 K: 为 Casimir, 可 取 为 常数 。 事 实 上 ， 
(4. 5. 24) 3X PE ES) SET 
+ 8K:(M)’:{ 十 M,(M. К, — М.К) 十 МК + M. K, 
| + iM. (MK, — M,K,)) 


Же K, = K, + iK,, 从 对 易 关 系 来 说 ,(4. 5. 24) 式 与 (4.5. 25) 式 
Ж M 定义 了 Yangian。 由 于 此 时 了 和 矩阵 与 LL. Je 存在 简单 关系 
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(C4.1. 2DR) HM Er = AK*, 或 为 简单 取 4K? = 1 时 ,可 以 决 
定局 域 的 T 惩 阵 元 ,并 按 局 域 乘 积 可 以 引入 整体 也 算 符 为 


N N 
J' = л У)м, + > M, X M, (4. 5. 27) 
i=] i> J 
其 中 i 可 理解 为 第 i 个 粒子 指标 。(4. 5. 27) 式 与 
. 
= * M, (4. 5. 28) 


即 为 多 粒子 体系 的 Y(SZ(2)) 表 达 式 , 它 是 用 粒子 的 算 符 М, 5 К, 
(或 хоз), Hid (4.5. 27) 式 与 (4. 5. 28) 式 可 通过 КТТ 关系 
定义 ,其 余 乘 积 可 由 (4. 1. 39) 式 定义 。 要 特别 强调 的 是 ,上 面 所 有 
计算 是 对 g = 0 进行 的 ,这 表示 这 样 的 Yangian 的 实现 包含 了 磁 
单 极 效应 。 另 外 ,可 以 直接 验算 ,如 果 不 使 用 (4. 5. 20) 式 的 定义 ,而 
使 用 KCM)?, 它 也 满足 (4. 5. 24) 式 与 (4. 5. 25) 式 。 然 而 两 者 之 差 
正 是 与 Runge-Lenz 向 量 有 关 的 部 分 ， 可 参见 文献 (15 事实 上 ， 


在 处 理 氨 原子 的 对 称 性 时 ,由 于 采用 了 一 一 类 型 的 作用 势 ， 哈密 顿 最 


与 角 动量 、Runge-Lenz 向 量 均 对 易 ， 并 且 取 了 矢量 K(M): 一 
(МУК = A, 故 形成 封闭 的 李 代数 . 现在 这 些 条 件 不 再 满足 ,因而 
形成 了 无 穷 维 代数 。 然 而 这 种 无 穷 维 代数 结构 比较 简单 , 它 可 用 
Yangian 来 表达 。 

这 种 对 称 的 特性 在 坐标 表象 中 更 为 明显 。 现 回 到 磁 单 极 的 天 
大 峻 -杨振宁 解 0" 2 问题。 在 有 磁 单 极 时 ,其 角 动 量 为 


M = ғ х (p — A) — gr/r (е = 1) 
其 中 4 在 球 坐 标 系 中 两 个 区 域 А, 与 REX s 


CAD, = CAD, = 0, CAD, = 


(1 一 cos0) 
(4. 5. 29) 
— Š (1 + cos) 


rsinó 


rsin D 


(А, 一 CA, = 0, CAD, — 
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[Mas М, | — I£, yM, 
H M -x— x M —— g (4. 5. 30) 


其 中 zg 为 磁 荷 。 有 兴趣 的 是 ,由 J 构成 的 流 代数 (4. 5. 23) 式 右 端 
第 一 项 标 出 了 磁 单 极 的 贡献 。 考 上 处 球 对 称 的 电子 - 磁 单 极 系统 ,这 
时 球 谐 函 数 Yo 应 换 成 Ye 007。 通常 的 流 的 作用 只 改变 Am, (B 
(4. 5. 23) 式 右 端 第 一 项 由 于 有 J ELE FB CAE A = 士 1, 亦 即 
产生 偶 极 跃迁 ,这 个 现象 的 应 用 是 值得 思考 的 问题 。 

(2) YC(SL(2) ) 的 升降 算 符 作用 

在 前 面 讨论 的 H-S 模型 和 一 维 Hubbard 模型 中 ,Yangian 的 
作用 是 描述 该 物理 体系 的 对 称 性 ,而 Yangian 还 存在 另 一 种 直观 
的 物理 含义 : 它 可 以 组 成 初等 量子 力学 中 能 谱 的 升降 算 符 Cshift 
operators), 。 这 方面 的 研究 刚刚 起 步 , 本 节 只 介绍 一 部 分 初步 成 
果 。 

在 初等 量子 力学 中 ,已 熟知 角 动 量 工 的 第 三 分 量 乙 ; 的 本 征 值 
(用 m 标记 ) 可 以 通过 工 : 作 用 在 L, 的 本 征 态 上 引起 改变 , 即 变 为 
m + 1„ JA L, R.8 284032 E| EM N A А m Е m = L, L — 
1，…， 一 工 ) 的 升降 算 符 的 作用 。 那 么 对 一 个 守恒 量 集合 ,例如 
(H, L’, Іл). ЖІ, 外 ,哈密 顿 量 瓦 与 产 的 升降 算 符 是 什么 呢 ? 
这 是 个 非常 有 兴趣 的 问题 。 在 量子 力学 中 ,一 些 特定 势 的 哈密 顿 
量 , 例 如 三 维 各 向 同性 谐振 子 . 氢 原子 等 ,这 种 升降 算 符 问 题 已 有 
很 多 讨论 " ,这 里 不 再 重复 。 我 们 关心 的 是 从 Yangian 角度 重新 
考察 这 一 问题 ,说 明 它 的 根源 来 源 于 Yangian 代数 。 

下 面 讨论 一 个 普遍 的 结论 。 前 面 已 经 介绍 过 的 YCSL(2)) 的 
生成 元 由 1, Ja G =+ , 3) 组 成 ,遵从 对 易 关 系 


[Tzs I] 二 十 了， [1., 1_ | = 2l. . (4. 5. 31) 


| YtBA ` TT А 
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La J4] = Us, I4] — + J,, [I,,Js] =+ 2J; 


(4.5.32) 
H ERM 
3 
p= Y= +G I +I) + (4.5.33) 
i=] 
5 xl 
itr Ja] = + 2(1,J -一 ДЇ) 
(4. 5. 34) 
1°, Л.) = 1.3.1.3, 2J, 
JF EL У. 
І, 1-J]—-0 (e=, 3) (4. 5. 35) 
OO = L. J_— L J.+ fg, — q DH 
(4. 5. 36) 


其 中 f 是 某 一 参数 。 利 用 [7?, 1] = 0 与 (4. 5. 31) 式 及 (4. 5. 32) 
式 可 推出 : 
Г, О) | = F + HON + J, I — f° 67 一 8) 
(4. 5. 37) 
以 及 
| EH, O, (7) ] — 0 (4. 5. 38) 
当 必 与 1 的 共同 本 征 矢 为 |;}, m), HE 
P |j, т) = gl. m), Г,|3, т) = |], т) (4.5.39) 


可 以 将 参数 f 的 限制 条 件 选 为 : 


(412 — f* — 6f — 8)|;j, т) = (4q — f — 6f — 8) |3, т) = 0 
(4. 5. 40) 
亦 即 
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f. Q) =— 3+ м1 + 4q (4.5.41) 
标记 O:( (q)) = Oš (q) , ZA 
4 
+ — — — ——— —  — _ aaa ° 
Оў (9) = 1, J-— 1 J, + f+ (QJ, f. "ESI ЈГ, 
(4. 5.42) 
Лх ар 
P(O} (4) |3. т)) = (q + f, Q) + 4) (ОҒ (|j. m?) 
(4. 5.44) 


(4. 5. 44) 式 表明 ,Oz# (q) Ж I? 本 征 矢 的 升降 算 符 , 它 将 本 征 值 g 变 
为 gq 十 fi (q) + 4, 由 于 Oz# (G0 5 1; 对 易 , 故 Oz#(q) 的 作用 不 改变 
I, 的 本 征 值 m. 

类 似 (4. 5.36) 式 , 还 可 引入 : 


— 


O, (f) =F 201, J, — IJa) + /4+— Tu 


(I. JMA 


(4. 5. 45) 
O, CO 5 P A I. 的 对 易 关 系 为 : 


" ОРД = G + )00.CD + J, GI! — f° —6f — 8) 
I, О CP] —-FEO,C) 


(4. 5. 46) 

Hi (4. 5. 36) 式 和 (4. 5.45) 式 ,立即 得 到 
0,4) EF Bd. J, II) + GMT Fe aas 
(4. 5. 47) 


CP, О (g) | = (f(g) + 40 (q) (4. 5.48) 
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其 中 8 =+. 

O4(q) 和 Os;(g) 的 共同 点 是 它们 都 是 P 的 本 征 矢 的 升降 算 
符 ,将 本 征 值 g 变 为 g + 7.69) 十 4, 它们 的 差别 是 ,由 于 [О Сә, 
I; | = 0, O;(q) 不 改变 T 的 本 征 值 ,而 OS (q) 也 是 I, 的 升降 算 符 ， 
将 本 征 值 变 为 (m + 1), 

上 面 的 结论 具有 一 般 性 ,不 依赖 于 YCSLC2)) 的 具体 实现 ,而 
Н. О% (gq) 与 O;(q) 是 用 算 符 形式 实现 的 ,便于 在 海 森 伯 表 象 讨论 
问题 ,下面 结合 具体 物理 模型 ,演示 在 量子 力学 中 ,YCSL(2)) 作 为 
升降 算 符 的 作用 。 | 

(3) 三 维 谐振 子 情 况 

用 升降 算 符 讨 论 谐振 子 是 很 平凡 的 情况 ,为 了 以 后 一 般 性 讨 
iE ,我 们 从 它 开始 。 其 哈密 顿 量 熟 知 为 ; 


Н = iple (4. 5. 49) 


VA A SESE THE SO UI. L’, І.) ,在 这 个 简单 例子 中 ,YC(SLC2)) 
可 以 用 坐标 x 2305 p УНЕ L — x X p 实现 。 这 时 (3) 代数 
的 生成 元 M BUS L.C Н] p sk x 5i L BJ XF5 2 £ EJ A. 5.16) 
式 , 这 表示 将 E(3) 代 数 的 生成 元 写成 p 与 x 的 线性 组 合 时 ， 
(4. 5. 20) 仍 然 成 立 ,特别 К, 选 为 at+ Ra G = 1, 2, 3) 时 仍然 成 
У, аў 与 a; 满足 : 


— —1_| Vor p|. a = 1 +p, 
аў = V3 мМ © x; LL а; + Vw z; + Vei 

(4. 5. 50) 
从 而 可 以 取 


la a] = l[a}, až] = 0, [а,, aa |= 9, (4.5.51) 


或 [5;, №, | = 0, 
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Г? = L, J? = Lía* (4. 5. 52) 
I” = L, J” = Lia (4. 5.53) 
HP at= (af, ар, az ),5| A 
a, = i (а, F iaz), аў = 1 (аб d dag) (4.5.54) 
“2 2 


易 知 
L = + V2 (atag4— ai аз), L, = №, — N- (4. 5. 55) 
# N, = аја, (а = +, 3), 相应 的 (4. 5. 52) 式 可 改写 为 ， 


I = L, J®= Lat, J® = 1 pat (4.5.56) 


“2 


1 
I? = L, J?—Lal, JP = Fu Lias (4.5.57) 


H (4. 5. 49) 式 和 (4. 5.50) 式 易 知 : 


Н = є У) aza, + 3/2) (4. 5.58) 


а=, 3 


在 量子 力学 中 熟知 , at (а) 是 三 维 谐振 子 能 量 本 征 态 ( 实 际 是 粒 
子 数 本 征 态 ) 的 升降 算 符 , 在 守恒 量 集合 { 妃 , L^, LOB 3c ls] 2 dE 
态 空间 中 ,由 ISI J.A. Jo. 2 组 成 的 O:(q) (a= +, 3, €= +) Я 
是 升降 算 符 。7 现在 就 是 角 动 量 ,现在 只 考虑 OS: (дэ ВИФ. Hbi 
振子 的 本 征 矢 设 为 |n, 1/, mo На, 1, m 分 别 为 径 向 量子 数 、 角 
动量 量子 数 与 磁 量 子 数 , 且 : (4 = 1) 


H |n, l, т) = w(2n + í + 3/2) |n, і, т) 
І? n, 1, т) = ¿GI +1) n, і, т) (4. 5. 59) 


L,|n, і, т) = m |n, L, т) 


此 时 有 9g = IU + 1), 由 (4.5.41) 式 得 出 : 


м 
m 
№ 
` 

f 
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f. (D =24 — 1), f- Q) =— 22 + 1) (4.5.60) 


[EH e J = 0, 即 没 有 磁 单 极 , 则 YCSL(C2)) 给 出 的 算 符 (4. 5.42) 
式 与 (4. 5. 47) 3E H: 


O#p (D) = L, Ј®9— TIP f, DIP (4. 5.61) 
Оч» Ч) =F Zü. JP — ISP + IDILE (4. 5. 62) 


Жн = 1, 2, 相应 于 JP 5JP, e=, SA g Ў, (q) + 
4= О +100 + 2), q + f£. (q) + 4= (¿ — 3X, W Ox GO TER 
Eln, 1, т) EE 1 2839 1 + 1, 而 Ox CO DU ÆA £1 — 1; 同时 


lr Оха) ] = w Оу) 
LH , Ot, 0) ] =— w Ot (Q) 


(а= 1, 3) (4.5.63) 


因此 ,CO: 的 作用 是 能 谱 升 算 符 ， Oro MARRI. Os. OO IR т 
DES 而 Ot f m 变 为 m 土 1。 显然 通过 Ов (0 作用 ,可 将 (五 ， 
， 工 ;} 的 共同 本 征 空间 完全 生成 出 来 。 示 意图 见 图 4.5. 


NN 
„КыЛ 


п=0,1=1 


OX. п=2,1==] d п=1,1=1,т==0 
{= 0,7 = 0 —— n—0,1—2,m-—0 
H n= 0, {= 1.т=0 


图 4.5 


+ 分 别 表示 Оа)» Oso» O+ aB fE JH 


| 表示 Os o I ED 
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(4) = #35 [8] anyon 系统 

Yangian 作为 跃迁 算 符 在 二 维 空间 中 应 用 的 例子 ,介绍 一 下 
它 在 anyon 系统 的 应 用 ,由 于 此 时 产生 算 符 、 洒 没 算 符 可 通过 复数 
Z 与 Z* 表 示 出 来 ,因而 也 代表 Yangian 的 一 类 具体 实现 。 为 较 系 
统 地 了 解 这 方面 应 用 , 先 从 anyon 具体 理论 开始 ,最 后 讨论 三 个 
anyon 的 情况 。 

二 维 空间 的 N Ж anyon 系统 的 哈密 顿 为 "… : 

H, = > [ — 2е Ула — x;)) + зага? | 


(4. 5. 64) 


其 中 е 表示 电荷 的 绝对 值 ,规范 势 4 的 形式 为 : 
A(x; 一 х;) 一 n x (x; — x;) ]/ |х, 一 x; |° (4. 5. 65) 


Жн n УА Р РЕНК B 是 磁 通 量 。 (4. 5. 65) 式 可 
写 为 更 明显 的 形式 : 


Ф xi? _ xP 
2 
2r |x; — х, 


AV (x, _ x;) — 
| (4. 5. 66) 


Ф x __ х9 


Oto — r) L fi cj. 
А ос — 3g ly — x, 


其 中 上 和 角 标 (1) 与 (2) 表 示 二 维 平面 上 的 两 个 分 量 。 由 于 规范 势 为 
纯 规范 ,所 以 只 带 来 拓扑 效应 。 求 解 杖 定 证 方程 


FH Ad Cx, 9 "ty Xy) = Ed (x, ° °°. Xn) (4. 5. 67) 


要 考虑 规范 势 影响 。4 可 以 写 为 一 个 标量 势 的 梯度 。 引 入 


一 z$ 
Pi; = tg OD 


xr — gy 


—— . ^ 


= un чите се 2» 
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可 知 ACz; — Xx;) = — 25, Ф; (4. 5. 68) 
ЖР А = eO/2Zn, 显然 9 为 幅 角 。 对 波 函 数 做 变换 ， 


JQn, ++, хы) = e 2429 (xy, ee, xy) (4.5.69) 


相应 哈密 顿 量变 换 为 : 
= U !H,U (4. 5. 70) 
则 本 征 方程 变 为 ， 
HAZ (x; ‚ **, Xy) = Еф (х; „ °... хк) 


在 变换 (4. 5.70) 式 后 ,哈密 顿 量 HT EUG ҖЕТЕ. 事实 上 
由 于 
H; = Ha +07н, U] = D| pi + Tes 


然而 ,我 们 不 能 用 二 维 谐振 子 的 波 函 数 Z 再 通过 (4. 5. 69) 式 得 到 
9. АНТЕТ Ф ВУ ЛАВЕ, 当 幅 角 绕 z 轴 转 一 周 时 ,多 保持 不 变 , 由 
(4. 5. 69) 式 知 儿 变化 一 因子 exp (一 i4r4) 。 当 A 不 等 于 半 整 数 或 
整数 时 ,y 不 具有 单 值 性 。 这 就 是 anyon 与 二 维 谐振 子 的 重要 区 
别 ; 当 要 求 y 具 有 单 值 性 时 ,y 则 一 定 是 非 单 值 的 , 它 来 源 于 4 的 
引入 改变 了 原来 二 维 谐振 子 的 拓扑 性 质 。 有 关 波 函数 在 规范 势 作 
用 下 单 值 性 的 一 般 理 论 可 参阅 文献 。 我 们 只 考虑 简单 的 anyon 
系统 。 

回 到 本 征 方 程 (4. 5. 670 ,并 设 为 两 个 anyon 系统 。 按 一 般 量子 
力学 计算 , 先 分 出 两 者 质心 坐标 


x, = (G, + x), x = x, — X; 


234 第 四 章 Yangian 对 称 性 


则 有 
H' = H, + H, 
Н. = Fp + ex, H, = pick Late 
由 于 p: DU x НЬ, Л U HAT 7C , BY 
Н (x.) = EP (x) (4.5.71) 
正 是 通常 谐振 子 方程 | | 
Ф (х.) = e er m8 т\н! Дт) (2wx2) (4. 5. 72) 
E. = e(2n. + |т.| + 1) 


其 中 Ne Jj fe m] 5C m. 为 L. 第 三 分 量 量子 数 ， п. = 0,1, •••, 
т. — 0, + 1, +, X x. 的 幅 角 。 相 对 运动 部 分 的 本 征 方程 为 ; 
Hy (x) = Ey (x) (4. 5. 73) 


A Z (z) = R(z)exp(i@m, — 2209. 9 H x Wf. HT 4 g — 9 + 
2x 时 要 求 d" (x)— J/ (x)exp( — 1474), ТИ m, = 0, + 1, + 2, 
… (4. 5. 73) 式 的 径 向 方程 为 : 


2 — 2 2 
isti 7-2 z +E)RG) = 0 


r dr £ 


该 方程 与 二 维 谐振 子 的 径 向 方程 比较 ,差别 仅 在 于 m ЖЕЙ т, 
— 2А, 其 解 为 : 


R(x) = ee у!” 281 [in 724i | ges (4. 5. 74) 


E, = e(2n, + |m —2A| +D ` (4.5.75) 
ЛІРА JG. x = J/GOV (х), E = E, + E, 引入 复 坐 标 
Z, = r€, Z = те" (4.5.76) 
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yu 
4 ' (x, , X, ) — e AUTW mL 2« |7, |?) 


A ect AW mc scr 391214] (4. 5. 77) 
其 中 


(m. > 0) 2 Gn, — 2А > 0) 
W. = = 


Z: (т. <0) Z? (m, — 2A < 0) 


由 于 非 单 值 性 ,anyon 系统 较 之 通常 二 维 谐振 子 的 能 谱 有 相当 不 
[E] ,对 m. MEE 不 再 是 简 并 的 。 其 基态 能 态 也 依赖 于 4。 对 相对 
运动 部 分 而 言 ,通常 谐振 子 的 基态 是 由 量子 数 nn. = m, = 0 给 出 
的 ,对 anyon 则 不 一 定 。 例 如 , 当 0<4<1/2 时 ,将 4 分 为 三 个 区 
域 : 0 < A< 1/4, A=1⁄4, 1⁄4 < A< 1/2, n, = m, = 0 ір 
数 为 : 

dh. = e ZU (Zt) (4.5. 78) 


3B234 ВЕЕ 5 E, = (2A + 1) Tü n, = 0, m, = + 1 BJ 2 ER BC 
ducet iita (4. 5. 79) 


HEERA Es. —9(|-1—2A| +1). XIX 0 < À < 
1/4, Yio.o 是 基态 。 对 A = 1/4, Е. = E, +i, 基态 则 为 po. о 
0,41， 即 基态 有 简 并 。 对 区 域 1/4 < A< 1/2, Es, 4; < Eo, o, 其 基 
ЖУ Фо. +1» 

有 了 以 上 的 知识 ,以 下 讨论 两 个 anyon 系统 的 升降 算 符 问题 。 
由 于 这 时 与 二 维 谐振 子 的 差别 只 在 于 相对 运动 部 分 ,所 以 只 考虑 
这 部 分 的 Y(SZL(2)) 实 现 。 注 意 到 H'. 具 有 和 二 维 谐 振子 相同 的 形 
式 ,引入 产生 算 符 、 潭 没 算 符 寻 ，2+ 。 在 复 坐 标 中 ,它们 可 以 表 为 
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n= ez + 2/2 2 | -下 
к dea - 2 2] n Mn E 


(4. 5: 80) 
Н: р: 
H! = wl bib, + 1] (4. 5. 81) 
于 是 得 到 Y(SL(2)) 实 现 ， 
I =btb. ,1 = bt b., 1, = loi Б b* b.) 
Ј = + Pty, JP? — _ Ibi bt (4. 5. 82) 


JO = + PO), Ji? = lb, b 


系统 的 守恒 量 为 { H! LO Жн = 21,。 虽然 算 符 形 式 上 与 二 
维 谐振 子 类 似 , 但 由 (4. 5. 82) 式 如 将 4b 算 符 作 用 在 本 征 态 的 情况 
是 不 同 的 。 例 如 ,对 办 .。 有 : 


b, po = 0 (4. 5. 83) 


b oJ. = ET. уф ho (4. 5. 84) 


当 |Z| 一 0 时 ,a- Jr,。 发 散 。 所 以 不 能 用 5 作用 在 yo,。。 类 似 地 ， 


b фо, о = AJ FZ Poo ~ Vo, —ı 


— 4À _1 |Z| — 0 
bi so = | wZ — — =Z Po, o —— 


但 是 


VA 
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所 以 , 仅 能 用 Р ЖП b ТЕНШ ЛЕ V^. ,上面 ,而 不 能 用 2 和 2 作用 在 它 
Em. B&aG.5. 780 XXHTELEE UI ц 0 A 1/4 B. H 57 M b; (a 
=+, —) 描述 的 能 态 按 m, 的 取 值 分 为 两 部 分 : m 二 0, — 1, 
— 2, e от —— 1, — 2, +, 其 图 示 见 图 4. 6, 当 中 态 的 标记 用 
(n. mObktH. 


(2,0) (1,—2) (0.—D 
bi b+ /b. (0,4) (1.2) 
bt bt /b+ (0,3) (1.1) 
« 6- ——«0,2) 
(0,—1) N bt 
bt (0,1) 
(0,0) 


4.6 EA (n. , т.) 


mE RJ Н Y CSL (2)) ЖЕНИЯ Os(n/2), n = Zn, + 
т, 一 24|, 在 态 空间 中 作用 ,得 出 图 4. 6 所 示 的 整个 本 征 空 间 。 
由 于 用 b; ЯП 5, 较 之 用 O: (mn/2) 更 为 简便 ,这 里 不 再 著述 。 正 如 我 
们 强调 的 ,这 种 上 升 \、 下 降 算 符 从 算 符 意 义 ( 不 作用 在 本 征 态 上 ) 是 
由 Yangian 组 成 的 ,这 是 问题 的 本 质 。 在 一 些 简单 模型 中 ,它们 可 
以 简化 , 那 就 是 特例 了 o 
此 外 ,由 于 yw 空间 的 任意 力学 量 Е] 9 空间 相应 的 力学 量 下 
都 有 对 应 关系 : 
Е =UF'U™, U = exp[ i2A > )ф,) (4.5. 85) 


Ж ИШ, = V ТЕ Тау ez (8 可 以 通过 (4. 5.85) 式 变换 到 $ = 
闻 中 的 2z+ ba): 
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— 


b; = UMU! (4. 5. 86) 
则 有 Н.= >` b + b, (4. 5. 87) 
ЕТТ ЕЈ anyon 系统 是 最 简单 的 情况 ,它们 的 本 征 方程 可 以 直 
接 求解 .但 对 于 三 个 anyon 则 难以 分 解 变 量 并 直接 求解 ,采用 升降 
算 符 生成 能 谱 的 作法 不 仅 有 理解 Yangian 的 意义 ,而 且 是 一 个 有 
希望 的 求 能 谱 的 方法 。 目 前 这 方面 发 展 仍 是 初步 的 , 仅 作 初步 
介绍 。 
(5) 三 体 anyon 的 升降 算 符 
对 三 个 anyon 系统 ,首先 构造 需要 的 产生 算 符 、 潭 没 算 符 。 仿 
照 二 体 anyon 作法 ,引入 复 坐 标 : 


Z, = re (Jj = 1, 2, 3) (4. 5. 88) 
其 中 = |x;|。 利 用 复 坐 标 , 引 入 


1 12а 

gom prz + ZS зу) 

_ 1 2 9 
po = | voz 十 一- 

"^ xw 82; 

2 ә (4. 5. 89) 

(+) f 1| “7.— —— | 
5j 2 2 23 Ма 94; 

Е 1 | 2 9 
ipn eq Zi ус эл | 


239 UE, \/.: 


(en aP] = [a^ , aj? J — 0 
[а;°, а ] — 9s бв (а, В =-+, 0$ j» k = l, 2, 3) 
(4. 5. 90) 


由 于 anyon 与 谐振 子 的 区 别 在 于 存在 纯 规范 势 4, 而 4 二 A(xi 一 
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x)), 所 以 为 了 描述 anyon 系统 ,必须 对 65% ”和 54” 作 某 种 组 合 。 
引入 


3 
BQ; 1, D 一 = У) В, В.(2, 3) = = Bj? 
J=] м 
B.(l, 2; 1, 3) = = B + B) (4.5. 91) 


Bi? = Bi? — BP (а= +) 


其 中 В =b, bt, (4. 5. 91) 式 中 的 B.(1, 1, 1) 对 粒子 指标 1， 2, 3 
进行 轮换 是 不 变 的 , 它 描述 的 是 三 个 anyon 系统 的 质心 部 分 ,而 
B.(2，3) 对 粒子 指标 轮换 后 得 到 B.(3, 1) 与 В.(1, 2), B.G, 2; 
1，3) 在 轮换 后 变 为 B.(2, 3; 2, 1) 和 B.C(3, 1; 3, 2), BU B,(2, 3) 
与 B.(1,，2; 1，3) 在 轮换 后 并 不 是 不 变 的 。 所 以 (4. 5. 91) 式 的 定 
义 并 不 是 唯一 的 ,也 可 以 用 В„(1, 1, 1), B.(3, 1), В„(2, 3; 2, 
DI BG, 1, 1), B.G, 2), B,G, 1; 3, 2) 代 替 (4.5. 91) 式 。 事 
实 上 它们 是 等 价 的 ,用 哪 一 组 都 可 以 。 但 不 能 将 B.(2, DA BCA, 
2; 1，3) 进 行 轮换 对 称 化 ,因为 B.C, 2) 十 B.(2, 3) + В„(З, 1) 
= 0, 对 B.QO, 2; 1，3) 亦 如 此 。 由 654% (46) 组 合 得 到 的 (4. 5. 
91) 式 仍 是 产生 算 符 和 漂 没 算 符 ,并 且 三 种 组 合 彼 此 对 易 。 借 助 于 
(4.5. 91) 式 ,引入 Y(SL(2)) 表 示 : 


IL (1,1,1)=6+(,1, Db- (1,1,1) 
I. (1, 1, 1) = рі (1, 1, 125, (1, 1, 1) 


LO, 1,1) = no (1, 1, 1)6, (1, 1, 1) 


—b* (1, 1, D- (1, 1, 1)) 
ЈФ 0,1, D =+ UG, 1, DX Gf (1, 1, D 
J?0,1, D = QG, 1, 122065 (1, 1, DC, 1, D 
(4. 5. 92) 
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240 
I. (2, 3) — bi (2, 3)6. (2, 3) 
I. (2, 3) = b: (2, 395. (2, 3) 
1 
1,02, 3) = = (Бї (2, 3)b (2, 3) 
a(2 ) z (b+ ( + (4.5.93) 
— bt (2, 3)b_ (2, 3)) 
JL (2, 3) =+ UIC, 3P E$ (2, 3)? 
JL (2, 3) —— (I(2, 3)» bi (2, 355 (2, 3) 
和 


I, (1, 2; 1, 3) = b+ (1, 2; 1; 3b (1, 2; 1, 3) 
I. (1, 2; 1, 3) = bt (1, 2; 1, 3)5, (1, 2; 1, 3) 


LA, 2; 1, 3) = iot (1, 2; 1, 95, (1, 2; 1, 3) 
— b} (1, 251, Dh- (1,2; 1, 3)) 
Ju 01,2; 1, 3 = + UO, 2; 1, IYİ (1, 2; 1, 2» 


JP, 2; 1, 3) = — (CC, 2; l, 3))° 


. bi (1, 2; 1, 3)5. (1, 2; 1, 3) 
(4. 5.94) 


J? (1, 1, D. J?(2, 351 J7? (1, 2; 1，3) 的 写法 和 上 三 式 形式 
类 似 ,不 再 重复 。 为 了 构造 三 个 anyon 系统 的 升降 算 符 ,需要 进 一 
步 对 (4. 5. 93) 式 和 (4. 5. 94) 式 作 轮 换 对 称 化 处 理 。 为 此 引入 : 


15 = 201.0, 3) + 1,63, D + LG, 2)) 


2 gy Kos (4. 5. 95) 
3 g 


KPS = К (2, 3) + К (3, D + KPA, 2) 
其 中 


Jos 一 
а 


K? (a, b) =+ (Ў (a, Ь))? 
| + 48 + 18 (4. 5. 96) 


К (a, b) =— bi (a, Б)БТ (a, b) 
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a,b = 1, 2; 2, 3; 3, 1, ЖЕНЯ. 


[5, А]=+ 5, 18, P = 21; 
5, KPS] 一 [Kg I5] =+ к 
[Is , K95] = [K95, 1°] = 2K 
[К‹5, Kg] = 0 


п] (T, 天 2 )} 是 天 (3) 代 数 的 一 种 实现 。 再 根据 本 节 (1) 中 的 结 
果 , 则 相应 的 {五 ,， J4”} 组 成 Y(SL(2)) 的 一 种 实现 。 对 JP 的 处 
Язев, RRK КО (а, DRK: 


КФ (а, b) = + Gx (а, Б))?, KP (а, b) = b, (а, b)b_ (a, Б) 
即 可 。 
(4. 5. 95) 式 是 通过 对 (4. 5. 93) 式 作对 称 化 处 理 的 结果 。 同 样 


也 可 以 对 (4. 5. 94) 式 作 完全 类 似 的 轮换 对 称 化 ,注意 到 对 易 关 系 
(4.5. 97) 式 ,可 直接 验证 : 


К (1, 2; 1, 3) 十 轮换 项 = К? (2, 3) 十 轮换 项 (j = 1, 2) 


也 就 是 说 ,(4. 5. 94) 式 的 轮换 对 称 化 完全 等 同 于 (4. 5. 95) 式 。 这 
样 , 最 终 得 到 两 个 具有 轮换 对 称 性 的 YCSL(2)) 的 实现 , (4. 5. 92) 
式 和 (4. 5. 93) 式 。 
依据 本 节 (2) 的 结果 ,由 (4. 5.92) 式 和 (4. 5. 93) 式 可 构造 出 
O: TI O63, 其 形式 为 : 
Okt (q) = I. J9*— Г JQ* 


(4. 5. 97) 


+f: GP таура Pm 


| | | (4. 5. 98) 
Ob (q) =+ 20s JP — IJ) + fJ" 


4 . с (Dc € 
Faza PR 
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R=LA, 1, 1), J2 = 701,1, 10, J= 1, 2,q J QD? # 


Оро») = I, JU"— P. JO f, (OIP 


— _ í __ 35. F°j)sN5 f 
figocad cd 


Of, Cp) =F 203, J9* — INI) + f GJ" 


— ___4___ 5. (Ds s 
Т) FA J ЭБ 


其 中 pp 是 (7)? 的 本 征 值 。 由 直接 计算 ,发 现 T ЈО 


I Jo: = 0, 
在 上 面 讨论 的 基础 上 ,定义 “粒子 ” 数 算 符 : 
М: = >) bi (1, 1, 1)b,(1, l, 1) 


а= +, 一 


М, = У) (6102, 3)b,(2, 3) 


а= +, 一 


+ ba (3, DOG, 1) + 67 (1, 225.0, 2)) 


由 于 总 粒子 数 及 总 角 动 量 的 第 三 分 量 分 别 是 : 
м = MY Uta 


i=] r= + 


3 


Li = A (воо _ bCO pe] 


p] 


直接 验证 有 : 
М = N + М. Li= 20 + Б) 


Буй пр IEEE EIC УЖ ОЛ: 
H' = H: + Hi 


其 中 


0, 但 是 


(4. 5. 99) 


(4. 


(4. 


5 


‚5 


е, 


. 100) 


. 101) 


. 102) 
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H' = «(№ + 3), Hi = «(№ + 1), Н; = (N: + 2) 

(4. 5.103) 
因此 ,HH' 可 分 解 为 互相 独立 的 质心 部 分 (由 Н: 决定 ) ,及 相对 运动 
部 分 ,由 H: 决定 。 而 三 个 anyon 的 系统 则 是 由 Н; 描述 的 。 这样， 
(4. 5. 103) 式 可 写成 

es X; хз) = E.Z. (x, X25 X3) 
Hp (x, Xi, X3) = E,d.Qn , х, X3) 


(4. 5. 104) 


A BJ E РЫ XX 
P Xis ж, x,) = dd, 
其 质心 部 分 与 单 体 二 维 谐振 子 完全 相同 ,不 再 讨论 。 我 们 关心 的 是 
相对 运动 部 分 的 本 征 值 问题 。 注 意 到 : 
М, |= 0 (4. 5.105) 

从 而 可 以 考虑 守恒 量 互 : , L: = 213 的 对 角 化 问题 ,通过 直接 验 , 有 

[Ni, А" | = 266°, ГА, ED] = — 257^ 
由 此 容易 导出 : 

loe ОХ Ср) ] = 2025 (e) 
[ N: , Os C22 ] 一 一 2045) (р) 

这 说 明 OZ) Cel OX2 М; 的 升降 算 符 , 也 就 是 H: 的 升降 算 符 。 
利用 Oi 可 以 从 低能 态 升 到 高 能 态 , 能 念 的 结构 与 两 个 anyon £ 


统 类 似 , 也 可 分 为 两 部 分 :第 一 部 分 的 最 低能 态 是 (x,，rms 分 别 是 
N: ЖП L; 的 本 征 值 ): 


d = Д) eT.) (4. 5. 107) 


(4. 5. 106) 


其 中 ，|Z.| = E Zel? + 轮换 项 ), 相应 的 有 
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п, = 6А, m, = — 64, 第 二 部 分 的 最 低能 态 是 : 
p! = (2,223)! 8е "12.173 (4. 5.108) 


TH ЛУЈ n, = 300 一 220, m, = 3(1 一 24), Æ (4. 5. 1070 XII 
(4.5. 108) 式 中 已 略 去 了 不 角 标 *。 这 两 部 分 是 不 能 通过 产生 算 
符 .淹没 算 符 联系 起 来 的 。 需 要 指出 的 是 ,两 部 分 的 最 低能 态 p 
yg! 中 的 “最 低 ” 是 有 条 件 的 : 仅 在 0 二 24 二 1 时, 它们 才 是 能 量 最 
低 态 ,否则 不 是 。 至 于 ó fl 儿 刀 一 个 更 低 , 则 类 似 于 二 anyon £ 
统 ,依赖 于 A 所 在 的 区 域 。 

Мож gi UR FI Od 依次 作用 ,可 以 得 到 一 系列 Ы: ЖП Li 
的 本 征 态 .这 里 不 再 重复 这 些 相 当 繁 琐 的 计算 , 仅 给 出 一 些 简 单 的 
例子 。 

在 上 述 第 一 部 分 系列 里 : 


(D — — 1 2 |, 
á L— 40 324A] $9 


(n, = 2 + 6A, m = — 64) (45 109) 
0 = (Zi + Zi + Za gi 
(n, = 2 + 6А, m, =— 2 — 64) 


在 第 二 部 分 系列 里 ， 
1)_ __ l 20s —R— —E— 
Ji 一 | 1 1-345217. bf (01,—5—64, m,—5—64) 
(4. 5. 110) 


上 面 通过 YCSL(2)) 的 具体 实现 ,讨论 了 一 些 升降 算 符 的 性 
质 , 其 目的 在 于 对 Yangian 这 种 新 型 代数 在 通常 量子 力学 中 的 表 
现 有 所 了 解 , 在 一 些 中 心 位 势 的 简单 模型 中 ,类 似 (4. 5. 20) 式 的 具 
体 实现 中 ,由 于 7 与 1 对 易 , 如 将 它 作 用 在 角 动 量 本 征 态 上 可 
以 用 它 的 本 征 值 代替 ,这 便 回 到 通常 的 结果 "中 。 然 而 (4. 5. 47) 式 
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等 一 般 形 式 包 含 了 J 不 用 (4. 5. 56) 式 具体 实现 的 各 种 可 能 性 。 为 
说 明 这 方面 的 应 用 ,考虑 自 旋 -轨道 斐 合 系统 。 
(6) 简单 的 自 旋 和 轨道 耦合 系统 的 升降 算 符 


系统 的 哈密 顿 量 为 : 
Н = Н, + Hms Ны. = А0 • L (4. 5.111) 


其 中 五 , 是 与 自 旋 无 关 的 哈密 顿 量 ,要求 [ H, L|] =0 即 具有 中 心 
位 势 特点 o УННН ЕЕ, 为 轨道 角 动 量 ,4 为 耦合 第 数 , З Е, 
(4.5. 111) 式 是 相对 论据 子 的 简化 形式 。 着 重 讨论 有 Hn 部 分 的 


YCSL(C2)) 实 现 及 其 升降 算 符 。 
定义 总 角 动 量 : 

I = L+ 50 (4. 5.112) 

则 由 
Lis І, | = ie „Ёл, [о;, с; | = д1& G, (4. 5. 113) 

可 知 
FE n 一 一 1&; 1, (4. 5. 114) 

定义 


J4—-F (ct L, 一 yel.) 
(4. 5.115) 


J, = r L.— c. L,) 


其 中 L, = L, + ilz, G+ = 7-69. + 105) , 则 可 证 明 (I, 1) Ж 
Y(SZ(2)) 的 一 种 实现 。 
实际 上 ,由 (4. 5.112) 式 定义 的 总 角 动 量 满 足 (4.5. 114)? 式 , 且 
有 
[Ias Ј.\ = 0 (а= +, 3) 


[ 1, Jl] = [J;, Т ]=+ +, [[, , J4] =+ 2J; 
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通过 直接 计算 得 到 


Jas Ja] = F | фо [L., L-J as А 


+ Le. L] + +L | 


[J J-J = > | $0, а, L-J 


+ ie. 13, LJe + cs73 + FL 


其 中 [4, B], = АВ + BA, BAJ. a=, 3) 之 间 的 对 易 关 系 不 
封闭 o 进一步 可 证 明 : 


[Ji [45 Ј J] = + le: L 


l 
4 — +L L+: La — + 


— l,. L,— loL. L,L — iu 


2 2 
(4. 5. 116) 
1 1 
л, Du Te [t L — 1 | 
+o |[L.,, 141. — 2 
一 e4L,( LE, L-]+— 1) 
— [Lo 214) (4. 5. 117) 


另 一 方面 可 求 出 (TJ, JAAMA MAd, J-J I, 可 推出 它 
们 分 别 等 于 (4. 5.116) 式 与 (4. 5.117) 式 ,从 而 证 明了 (4. 5. 112) 式 
与 (4. 5. 115) 式 满足 Y(SL(C2)) 的 对 易 关 系 。 为 了 定义 升降 算 符 ， 
考虑 守恒 量 集合 : 

由 于 [H,, r] = LH, I] —-iH,. Н.) = 0 (4. 5.118) 
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并 注意 到 IER Нм, L] = 0, fH 


[Hins І? ] = 0 (4. 5.119) 
所 以 {Н„, Н... L, Г, 7;} 组 成 对 易 集 合 , 考 虑 到 
Ны. = AQ — L? — 3/4) (4. 5. 120) 


AI Ни МЕУ, РЕЧНЕ SK N US Г, L’, I 。 分 别 用 
1, j+ m yid L^, ГАГ HETK, ETHE H, HJ LH UBER EX 
F ll, J» 71) , В 


І? |1, j, т) =U + 1), j, т) 
P |1,3, т) = jG + MH, j, т) 
Lil, js т) = m|i; ], т) 
Ј= 1+ 1/2, 1 — 1/2 (1{-50);{=0,1,+—® 
т =— 3), —J+ 1, ,J 
(4. 5. 121) 


H5 Et АЛЕН Eis: 
Hi, J» m) 一 Еш |, 7» m) 
Eim = AJG T1) — IG + D — 3/4) 


{ (g = í + 1/2) 
= À . (4. 5.122) 
—4—1 (= 1 — 1/2, 1 0) 


现在 将 本 节 定 义 的 了 与 了 算 符 代 入 O# (站 及 Ох (рф: 


Оў С) =I, J —I J +f, С), (I ° DI, 


ú 4 
f- g)+4 


Оъ = 2 (T.J — Id) Hf Gda (I. DI 


1 
 f.G)+4 
(4. 5.123) 
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ЕФ Л, Q) = 2 — 1), J- = 2G+2), HI- J=0 Qk 
有 monopole) ,进行 简化 后 得 ， 


OE (p =s, L- (L, + j — 1+ 1/2) 4-6. L, (L, E j+ 1 T 1/2) 


— c, (L? — Li + L; (4. 5. 124) 
бї (q) = — o, QL — L- L, + 2(j — 3/2 + DL) + о ІА 
+ 0301, — j + 3/2 = DL, (4. 5. 125) 
OŁ) = — o QL — L, L+ 20) — 3/2 + DL) + e, LÈ 
+ 03013 — j + 3/2 F 1) L (4. 5. 126) 


由 于 1 与 了 与 HR, HOGERE |l, j, т) 上 将 7 了 变 为 7 了 士 
1. 所 以 Oz CE j = 1 — 1/2 2E8] j + 1 = !/ + 1/2, ff O; CORE 
j= 1/2 + (3; — 1 = 1 — 1⁄2, j 2 Lr 1/2#l j= — 1/23E 
是 由 /1 分裂 出 的 两 条 谱 线 , 故 有 


ОЎ G =I — 1/2) |1, ¿— 1/2, m) ~ |i, I + 1/2, m) 
< 
Оў (у = 1 + 1⁄2)|¿, {+ 1/2, m» ~ |l, 1 — 1/2, т) 
(4. 5. 127) 


O# COE E 2817) , 25 Si] E E] BE PCR m, mE OZ (j = 1 + 1/2) (O; (j; 
二 7 一 1/2)) 作用 到 |/, 141/2, m? (|, 1— 1/2, my) 上 结果 为 
5. Xpl 1 最 简单 情况 ,Oz (7 的 升降 作用 可 用 图 4.7 表示 。 


_^т=з/? 1/2  —1⁄2  —8/2. 


E, +å 


E,—2À 


m-—1/2 —1/2 
图 4.7 


ЖДИ, ERE £75 0, OZ CD 的 作用 是 交换 天 ao = ALI E: 


: -— mu 
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第 五 X 


е ЕВУ REME fE: 


正如 在 第 三 章 中 所 指出 的 ,给 定 R СЕА Жз Ж 
RTT X # Bj, fe ЮЖ Bk T (u) hf НЯН 7093 AE JE JF HJ JÉ XX: 


TG) = Ули re, ЕТО 


一 系列 局 域 转移 矩阵 工 ,(Cx) 的 乘积 而 构成 : TCu) = || 5.60. 其 


中 Lu) = I + uL, Эф л N REKER T ARRIR 
开 式 。 这 种 构成 T(z) 的 方式 的 优点 是 简单 易 行 ,因为 这 种 展开 到 
u ! 的 定 域 解 一 定 满足 RTT 关系 (只 要 二 适当 ) ,把 它们 乘 起 来 仍 
E RTT 的 解 。 一 个 问题 自然 产生 了 :这 种 构成 方式 是 否 提供 了 
RTT 的 所 有 解 呢 ? 答案 是 否定 的 。 因 为 ,如 果 解 出 T(x) 是 zx 的 
N 阶 式 , 它 可 以 分 解 为 Y 个 相同 的 工 形式 的 乘积 显然 是 个 极 特 
殊 的 情况 。 一 般 来 说 ,必须 直接 求解 (x)。 第 四 章 Yangian 的 构 
成 也 必须 理解 为 直接 求解 RTT 的 结果 。 这 种 解 有 时 不 能 表示 为 
局 域 转移 矩阵 的 连 乘 形式 , 称 为 整体 解 (global solutions), 有 两 类 
到 有 限 帮 次 ,但 不 可 分 解 为 有 限 个 格 点 处 局 域 解 的 乘积 .前 者 代表 
一 个 指定 格 点 与 链 上 任意 其 他 格 点 发 生 作用 ,而 且 对 不 同 格 点 有 
不 同 强度 ,而 不 再 是 近邻 相互 作用 。 后 一 类 本 质 上 是 李 代 数 的 扩 
展 ,由 于 T(w) 展 开 式 具有 有 限 次 大 ,因而 具有 有 限 个 守恒 量 。 其 典 
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型 的 例子 是 Goryachev-Chaplygin 陀螺 回转 仪 模型 .当然 , 除 此 之 
外 还 有 许多 具体 例子 ,以 前 介绍 的 Haldane-Shastry 模型 也 属于 
T(z) 的 整体 解 。 本 章 只 介绍 这 两 类 整体 解 的 典型 例子 。 


$ 5.1 卡 洛 杰 若 - 萨 则 兰 德 (Caliogero-Sutherland ) 模 型 


近邻 相互 作用 模型 已 经 研究 多 年 ,典型 的 模型 是 海 森 伯 链 .。 我 
们 知道 一 维 无 穷 长 近邻 相互 作用 模型 常常 有 局 部 的 某 种 连续 变换 
不 变性 ,例如 SLO) ,在 物理 行为 上 其 相 变 温度 只 能 在 OK。 人 们 关 
心 的 另 一 类 模型 是 一 维 长 程 相互 作用 的 量子 可 积 系统 。 很 早 之 前 ， 
SE Calogero Ж ҖИТ, CHA БОЙ ЕЕ Ду 
H. = 13 ‚1 5 AATD 


(т; (xr, — хә? 
其 中 4 为 任意 参数 ,x 为 一 维 坐 标点 ,以 及 卡 洛 杰 车 - 萨 则 兰 德 模 
型 52] 
lio ,1 AAN 
He = FOP + $ Әл зү (т ту (5.1.1) 


2 — + 
— 2 £4 sin"Cz, — 2;) 


它们 已 被 证 明 是 可 积 的 。 在 量子 可 积 性 方面 ,证 明 这 一 类 模型 的 完 
全 可 积 性 最 简单 的 办 法 是 由 文献 [3j 给 出 的 。 引 入 一 种 推广 的 “ 动 
量 ” 算 从, 称 为 Dunkl RIH „Ё D; 表示 ,满足 对 易 关 系 : 
[D., Р, | -一 A( D, — DK; (5. l. 2) 
其 中 开 , 为 坐标 置换 算 符 天 zi = ziK;;( 相 重 不 求 和 ), 且 
D, = p, 十 УУК, Va = V(x; — z), ip, = > 


(5.1.3) 
以 下 求 出 如 (5. 1. 3) 式 定义 的 算 符 何 时 满足 (5. 1.2) 式 的 条 件 。 
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LD;. Р; | 一 | e УУК |+ > [УК ° bil 
ny LZ; 


十 > У! ГУК,» V K; ] 


bxi [Ej 
= > [p o, ИК] — Gej) 
kx j 
+ > 2 LVaKa, V Ki] (5.1.4) 
k; 1563 


ЕЖУ = Ver 一 х) 只 依赖 于 х; fll z, PAR р ТЕНЕУ, К 
ЖД Н ЖЛ РЕЖ БАНИ, EH F; Z ;, ЯЯ : 一 和 时 才 不 为 零 。 
同时 注意 微 商 算 符 Cp;，M]j 的 意义 是 [p;,， MJ]f, 即 作用 在 某 个 函 
数 f 上面, 即 


= (pMF + MAN — MP) = (р М)/ 
或 
[p;, M] = рМ 


但 在 形式 上 它 等 价 于 
FA M] 一 p M m M p, 
其 中 p 作用 于 它 右 边 所 有 的 量 。 于 是 


> [p У„К„]= Lp;, V K; J 
ky j 
一 piV K; m V Ki bi 
= P:V Ki; — Ур. 
AA К, = Kis p K; = Kipi) 
= { (рУ) + (V pi — Vip ) Kj 


故 得 
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> [pb УК] — Gp» 
к=) | 

= Í CpiV ;) — CP; V) + (Vi + V ,) Ср: — pj) Ki 

= (Vi; БИ) (р; — pK; (5.1.5) 
上 式 中 由 于 (p; — 50 将 来 作用 在 函数 上 ,未 必 是 反对 称 的 , 故 形 
式 上 保留 它 ,而 
| СБМ) — (p; V, ) = 0 


因为 
Vg = VG; — ху), 


再 计算 >) 2 [V Ki, V Ki], 由 于 i Z ;, 它 不 为 零 的 项 只 
有 三 种 情况 : k =, k = p» í =, 注意 “矢量 ” 移 过 Ka 时 ,要 换 
下 标 , 即 使 玉 x 上 自己 也 是 如 此 。 于 是 得 : 


l = Ë Til; > [V K, УК] 
k 
= УКУ „К ~ 一 V aK a EV Ki 
= VaV K, Kia 7 V aV pK aK 


— (VaV EK j m УУК.) К, 


上 式 用 到 了 KaKa = KaK; = KaK; 
类 似 的 计算 给 出 ， 
k = J X. > ИК, V Ki] 


一 > ГУК», V Kaj 


k; 


一 2, (VV aK ir 一 V4,Va4K;OK; 


kj 


| =: 项 : > И.К,» VK; 
Ьі 
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-一 >° (VaV „К — УУ Къ) К, 
ky: 


于 是 得 到 ; | 
[D,, Dj] = { (У, + V,) (p, — рә 


+ >; (УУ УУ + VaVa)K 
ki, j 
一 (V aV 一 УУ» + УУК,» | K; 
注意 右 端 第 二 项 正 是 互 为 Gej) 并 相 减 。 现 在 强加 两 组 条 件 
给 Уз»: 


Vi + ү, = À (5. 1. 6) 
V Vi m УУ + V aV i 一 AV; (《 相 重 指 标 不 求 和 ) 
(5.1.7) 


则 将 有 
[D,, D; J — ACD, — D;,)K; 


这 两 组 限制 条 件 限 制 了 了， = V (z, 一 x0 的 形式 。 满 足 这 些 条 件 
的 晴 数 比较 多 。 为 了 验证 方便 ,引入 
Xu — X; Lj XY. Li S x, — xm, = y (5.1.8) 
则 ха = Z — z, = y— х 
于 是 两 个 条 件 变 为 
VG) + V(— х) = À (5.1.9) 


V(z=)V(y) + V(y)V(y — х) — V(y — x)V (ж) = AV (y) 


(5.1.10) 
满足 这 两 个 条 件 的 最 简单 的 例子 是 : 
A=0; V(r)=— V- z) 
V G)V (у) 1 1 1 


VG — 2) = VG — VG) 或 У(у = х) VQ») Væ 
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它 的 解 可 选 为 
1 o _ 1 
И (х) =— sk V(Gxz, r) 一 了 一 (5.1.11) 
=+ Xi — Xj 
此 时 [D., D; | = О 
另外 一 个 充分 解 是 当 4 关 0 时 ; 
Vj = У а) = Уба) = (5.1.12) 
K == x; Tj) == +; 一 2 shz . 1. 
其 中 
shr = 六 (er —e 7) 
实际 上 ,由 于 (5.1. 10) 可 写 为 : 
У(у—х)у = ТОЛА LT OD (5. 1. 13) 


V (y) — V (z) 
将 (5. 1.12) 直 接 代 入 (5.1. 7) 式 ,立即 得 到 (5. 1. 7) АШ fr Ya 28 Е 
2 竺 <- 一, 亦 即 满足 (5. 1. 7) 式 要 求 。 


2 shCy — x 
(5.1. 6) 式 与 (5.1.7) 式 的 形式 不 太 对 称 , 现 在 引入 


一 Vi) (5.1.14) 


H C5. 1. 60 3X ЖП 
V, = Ӯ, + Là (5.1.15) 


将 (5. 1.15) 式 代入 (5. 1.6) 式 与 (5.1.7) 式 ,它们 将 用 以 下 两 个 等 

价 条 件 代替 : 

ji (5.1.16) 
1 


VV a + УУ +- УУ» 一 一 т^ (5.1.17) 
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此 时 (5. 1. 12) 式 导致 


其 中 cthx = chz/shz, 


M À Z 0, 除了 (5.1.12) 式 形式 的 解 之 外 ,还 有 其 他 形式 的 满 
(5.1. 6) 式 与 (5.1.7) 式 的 解 。 例 如 ; 


À, z > 0 

V (>=) = | = А0(х) (5.1.19) 
0, х < 0 

Жн ШЕРЕП E Xd 0(z) = 1 (z > 0), 9(x) = 0 (< < 0), 


相应 地 有 : 


i х > 0 
V(x) = à = Aer) (5. 1. 20) 
| у, r« 0 
其 中 s(z) = LG > 0), el) =— +G < 0), 


由 V(x) 可 以 定义 相应 的 算 符 
D, = p, + S) VK; (V, ——V,) (5.1.21) 
它 与 忆 的 关系 是 — 
D, = Б, + АУК, (5. 1. 22) 
可 证 0,5 D, 有 相似 的 性 质 。 
哈密 顿 量 定义 为 


_ lo 
H = > >, D; (5. 1. 23) 
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将 (5.1.21) 式 代入 (5. 1,23) 式 ,得 到 ， 
1 Š 1 — 一 一 
H = y 2, Pt + > >, [V; (bi + РӘК + GE, 
BI Pj 


+ > DVK N aKa (5. 1. 24) 


现在 分 别处 理 各 项 。 地 之/ p? 为 系统 的 动能 项 ;由 于 7007 

对 称 ，(p; 十 pj))KKi; 对 i 与 对称 , 故 该 项 为 零 。 (5. 1. 24) 式 右 端 最 

后 一 项 分 两 种 情况 :7 = k 5 Z А, 后 一 种 情况 表示 i, j, k HOUR 

相等 。 H + J — k 时 将 K;; 移 过 Vj 时 , 变 为 V; == 一 Vi, m К? — 1, 

于 是 有 
= +> + + УРУК, —O4]-w 

(5.1.25) 

W = D V УКК. (5. 1. 26) 

现在 证 明 (5. 1.26) 式 可 以 与 (5.,1.17) 式 相 联 系 ,因而 可 将 W 

项 视 为 常数 项 。 事实 上 (5. 1.26) 式 可 以 写 为 对 称 形式 。 步骤 如 下 : 
将 求 和 指标 i 一 j,， jh. k>i, 


ij. jh, kei 


> VV, кк» 
+ К = К, 移 过 Ka W KÆR KK;, 故 有 
> Vi V.K K = YVWV uK yK a 
# А Бо ТЕ] ERIE ARAIA гр, jk, k>i, PR 
后 将 最 右 端 的 КК MA Kj, 则 有 


УУ,У,К,Кь 


X ` ш\ ul 
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>) У „УК jk jk 一 >` УУК aK ki — У! УУ, K i K jk 


由 于 这 三 者 相同 , 故 有 
N 
W= > GV. VV РР, (5.1.27) 
ES 
与 5. 1. 170 3X — 8& , BI 34396 C5. 1.17) 式 时 ,得 到 
2 — 
W =— 5– >, PiPn = со) (5. 1. 28) 
A afria 


于 是 在 (5. 1.16) 式 (5. 1.17)? 式 下 得 到 哈密 顿 量 ， 


N N 
H = ӨЗ; + IY ССр, К, 一 (V) ]+ C 
i=l 15 3 


(5. 1. 29) 
为 以 后 方便 引入 常数 
А = 2il (5. 1. 30) 
则 对 三 种 情况 ,得 到 哈密 顿 量 为 
D /一 0， V, = V, = 14 = ia (5. 1. 31) 
Xij Ti 一 Xj | 


其 中 a 为 任意 参数 。 此 时 (3.1. 29278 Jj 


_ l< 2 PES ala — Kj) 
= 22% 04.2 еу 十 常数 (5.1. 32) 


常数 项 可 以 丢掉 ,将 Ki 作用 在 对 称 (反对 称 ) 波 函数 上 , 则 可 换 为 
士 1, 即 有 哈密 顿 量 : 


TAN 1 a(€ £ 1) 
= 5 3 + 2 CERES. (5. 1. 33) 


2) 由 (5.1. 20055, V (x) = 2MeGQr) 时 ,由 于 se(z) 一 SCz) ,而 


i ——n O s——M__—JP - n TF 
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__ 2 
(VG) = Z qi z 二 0 点 外 ) 故 有 (丢掉 常数 项 )， 
] N N 
Н = 5 2; Pt + 20 80а, — zj) (5.1.34) 
{= 1 L] 


其 中 7 = 4с, с 为 任意 常数 。 当 < > 0 时 为 排斥 作用 。(5.1. 34) 式 
表示 具有 5 函数 相互 作用 势 的 一 维 多 体 问 题 的 哈密 顿 量 。 这 种 相 
互 作用 在 粒子 磁 樟 时 才 产 生 , 当 cc 一 co 时 ,这 个 模型 接近 于 费 米 
子 行为 。 杨 振 宁 教授 就 是 在 讨论 (5. 1. 34) 式 时 提出 了 YBE ,特别 
E. (5. 1. 34) 式 具有 反对 称 性 质 的 波 函 数 的 情况 , 它 莫 定 了 以 后 有 
关 讨 论 的 基础 。 

3) 由 (5.1.18) 式 取 立 (z) = iicthz (或 iicotz), 由 (5.1. 25) 式 
丢掉 常数 项 ,有 


oig, S MFN) 
Н = 5 > + > dni, 2:50 0139) 
上 面 已 将 K; 换 为 土 1( 本 征 值 ) 了 。 或 用 shr Rh: 
_ 1 IQ + 1) 
H = Srt Y ES (5. 1. 36) 


(5. 1. 35) 3 5j (5. 1. 360 Е YA Zh C BE UARA, Z H. 
(5. 1. 33) 式 具有 明显 的 周期 行为 。 

(5.1. 33)、(5.1. 35) 与 (5. 1. 36) 式 具有 了 明显 的 长 程 相 互 作用 
性 质 , 即 不 是 近邻 相互 作用 ,相距 很 远 的 两 点 之 间 仍 有 相互 作用 ， 
当然 不 同 点 作用 的 效果 是 不 同 的 将 (5.1. 33) 式 ,(5.1.36) 式 形式 
的 哈密 顿 量 对 角 化 是 很 重要 的 问题 。 但 限于 篇 幅 和 本 书 的 目的 ,不 
再 袭 述 。 这 方面 的 书刊 与 文章 很 多 ,可 参考 有 关 文 献 。 
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在 (5.1.3) 式 中 令 
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V = Pia; 十 P; bi; (5. 2. 1) 
其 中 
1 + ej, 
P = —— (02 = 1) (5. 2. 2) 


注意 ,o; 仅仅 代表 作用 在 第 i 格 点 上 的 算 符 ,平方 为 1。az 与 5408 
依赖 于 Gr; 一 x0 的 标量 函数 。 将 (5. 2.1) 式 代入 (5. 1. 23) 式 中 , 重 
复 以 前 计算 过 程 得 到 : 


N N 
1 1 x д 1 
= FAA +2) (К HVE) у M YK, 


i=] 196 556 k set 
(5.2. 3) 
其 中 
TY 一 РАА, + РА; + Px ;A;,,, + РА (5. 2. 4) 
而 А; = d; a jk + A d; + ана;; (5. 2. 5) 
В» = а, Ё + ба + ba; 
注意 Pi = = e = Pu fB Pj = Py. ИВ — 238342 
Ж. (5.2. 1) 式 给 出 哈密 顿 量 的 条 件 是 
V; = 常数 (或 0) (5. 2. 6) 


现在 列 出 (5. 2. Dx ee PURUS, 
1) 当 А; = 0, Б; = 0, 存在 充分 解 


а(х) = {сїһ(ат) 
(5.2. 7) 
Ь(х) = Папћ (ах) 
或 
а(х) = ісої (ах) 
| (5.2. 8) 
br) = Пап (алх) 


其 中 > = Zi І TXT; + a 51 为 常数 ,此 时 
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Vi =— PPh + Р + Pu + Р) = — 1 (5.2.9) 
且 哈 密 顿 量 为 
N 
H-lWe-lp Y Кш (5. 2.10) 
2 会; 6 шъ: 


上 式 右 端 第 二 项 为 常数 。 将 (5. 2.7) 式 代入 %43 


Ha = l4 Ума — aK;) | sc Py uu 
SR 2 < sh (ax)  ch'(azj) 
(5. 2.11) 
Xi = T; mm Ti 
注意 玉 ;, 的 本 征 值 为 士 1, Hsr E Æ Sutherland-Römer 给 出 的 可 积 
模型 的 哈密 顿 量 “… 。 
定义 
元 一生 十 这 > K; (5. 2.12) 
iz j 
则 有 
[z;, л] = 2M Gt — m,)K;, (5. 2.13) 
ГН, 5] = [H, #1] = 0 (5. 2.14) 
守恒 量 为 
N 
І, = У) я; (5. 2. 15) 
;一 1 
满足 [L.1,]2-0. ІН, IL.) = 0 (5. 2. 16) 
2) 34 Bi, = 0, 分 两 种 情况 
a) Ais — 0 
а(х) = 二 ， V; = 0 (5. 2.17) 


ly, IU — К) 
Не = 7 22р + z > р (5. 2.18) 


oa >il 
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H+ 天 ;本 征 值 为 士 1, 它 是 带 有 Pi 的 Calogero 模型 . 
b) Aij = В? = 0 


EF л;] = 8 ^ РД „ОК; — Kj) (5. 
bx, j 
定义 л, = л + B >` Pš K;, (5. 
ix j 
易 证 | 
LT, РА] = 0 GÆR) (5. 
"8, п) = 28P; Q7 — z DK; (5. 
哈密 顿 量 为 
2 
Hs = Da 十 P У) Р.К, (5. 
2 < 6 3: 
ВВ) (5. 2. 20) 式 可 得 
[H, x] = EH, z] = [н, ( ут?) ]= o 
这 时 V 478 W Eh 752) Ж 
i) а(х) = Mcot(axr) x а(х) = lcoth(ax) (5. 


Vis 一 一 UP? (5. 


1 1 [IU — ак) 
H-iXs8-iY ase 05. 


= sin?[ a (x; — хә) J 
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2. 19) 
2. 20) 
2. 21) 


2. 22) 


2. 23) 


2. 24) 


2. 25) 


2. 26) 


2. 27) 


BOR; =+ 1 时, 它 是 文献 [2j 形 式 的 推广 ,并 与 文献 [7 一致。 


11) а(х) = Іѕрп(=х) (5. 


1 1 
Hy = 2 21Р + 32414 — Kòl; — x)Pj 


(5. 


2. 28) 


2. 29) 
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注意 可 取 K; =+ 1, (5. 2. 29) 式 正 是 闫 沐 果 等 首先 发 现 的 模 
型 i, 他 们 是 用 Bethe-Ansatz 直接 解 出 来 的 ,并 定义 了 YYy 算 符 , 满 
足 (2. 2.58) 式 一 (2. 2. 60): 


a 1 ___ гк —c( — оо. 
Ү = iK, GK; — 731532. cQ — 6/2) | 
e [~ iK;,P* + c(1 + 00) | (5. 2. 30) 


c = I 1/2, Т?ЁЖ ЛЕГИН EUR. P5 ,不 允许 存在 Ру. 
55.3 RTT 关系 与 长 程 模型 


上 述 模型 的 量子 可 积 性 过 去 是 按 模 型 单独 讨论 的 。 文 献 [10] 
尝试 从 RTT 关系 讨论 ,从 而 自动 保证 其 完全 量子 可 积 性 。 文 献 
[5j 发 展 这 一 观念 ,从 Yangian 角度 进一步 证 明 可 积 性 ,这 种 办 法 
可 处 理 更 广泛 的 模型 。 现 在 介绍 这 方面 内 容 。 选 择 YBE ЮЖ, Е 
是 SL(p) (2) 的 有 理解 . 

К(и) = u + АР, (5.3.1) 


其 中 4 为 任意 参数 ,Poo 表 示 辅 助 空间 中 相 邻 标号 为 0 与 0 的 两 空 
间 的 置换 算 符 , 它 可 用 基 矢 表 为 


P 
Pov 一 >` X % (5.3.2) 
a, b= 


BIN р хр 维 表示 , p B 
X° = |Б) „а | (5. 3. 3) 
RTT 关系 为 
Ro (и — T GT G) = ГТ (GR. (и — v) (5.3.4) 
其 中 
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Ти) = TG) @1,TG@) =1@TG) (5.3.5) 


Ж ЛЕЯ T G0 Fit 3t u 的 短 次 展开 : 


CX 


Ë 
TaD = I+ À XD Tu “=? (5.3. 6) 


a, b=1 n= 0 


364 T GO RT GOAL RTT 关系 ,得 到 


5 > x° X° > и" 一 上 Fo 十 S и" у" f m) _— 0) 
n = m= 0 


20 21 

(5. 3. 7) 

其 中 

ff = ФТ —9,T? — [ТӘ, T$ | (5.3.8) ` 

fP = ó T — ó T° — [T , Т] (5. 3. 9) 

frm = ТАТ — TOT?) + (Ta T2]— [T2, T24] 
(5.3.10) 
”满足 RTT 关系 ,要 求 
fi? = fP = f” = 0 (5.3.11) 


首先 ,从 (5. 3.7) 式 推出 
ë T, — „Те. = A TET — TT?) + Т, TY 
(5. 3.12) 
为 满足 (5. 3. 12) 式 可 写 为 
Т, = ДТТ“ — ТТ) + Т, TY] (а ж d) 
us. 一 Te = ДТГ — ТТ) + [T?, TY | 
(5. 3. 13) 


上 式 指标 重复 不 表示 求 和 。(5. 3. 13) 式 表明 ,T2 可 以 由 78 5T? 
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决定 ,这 与 Drinfeld 定理 相符 。 现 在 引入 YCSL(n)) ( > 2) 的 新 
的 实现 ，. 


M 

Те = > (а,Ь=1,2,+#, p) (5. 3. 14) 
i=] 
M 

Te = > I?D, (5. 3. 15) 
i=] 


由 于 展开 式 形 式 (5. 3.6) 式 ,这 里 了 , 就 是 第 四 章 中 的 TT 的 地 位 ， 
而 T, 为 那里 的 T? , 亦 即 T. 就 是 Yangian 中 的 {7} ,而 T, 即 为 相 
应 的 {J};。 现 在 假定 {7} 仍 用 {7} 的 生成 元 展开 ,但 要 付出 一 个 代 
价 : 这 种 展开 不 局 限于 一 个 格 点 ,而 是 遍及 任意 格 点 ,从 而 包含 长 
程 相 互 作用 。 现 在 关键 问题 是 RTT 关系 应 当 能 决定 未 知 算 符 D. 
的 对 易 关 系 , 如 果 的 确 如 此 ,那么 (5. 3. 15) 式 就 是 正确 的 选择 。 在 
(5. 3. 14) 式 中 I 满足 通常 SL(%) 的 对 易 关 系 : 


[I*, Га ]= 6, (C6617 一 ë, T) (5. 3. 16) 
而 D, 将 由 RTT 关系 决定 。 将 (5. 3. 14) 式 与 (5. 3.15) 式 代入 fo, 
得 到 | 
> DILD;, Е ]= 0 (5.3.17) 
进一步 要 求 对 任意 у 
SuT[D. I*]—0 (5. 3. 18) 
则 T7 满足 : 
5.7 — baT = MI [AM IUIS(QD, — D) 
T k, 1 


+ [D,, D;]) + (8, I# D? 一 à, TD) 


(5. 3. 19) 
(5. 3. 19) 式 的 充分 解 为 
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T? = WISD (5. 3. 20) 
其 中 D; 满足 : 
[D,, Dj] = AS, I? I*(, — Dj) (5. 3. 21) 
a, È 


亦 即 , 当 D, 满足 (5. 3. 21) 式 时 ,7& 以 р? 为 “系数 ”用 L EOF. B 
外 ,要 指出 的 是 fr 与 fF? 只 有 一 个 式 子 是 独立 的 。 但 是 到 现在 为 
止 ,还 没有 D; 与 1? 之 间 的 关系 ,它们 遵从 (5. 3. 18) 式 ,这 是 很 复 
杂 的 关系 。 然 而 由 文献 [10j 的 讨论 ,可 引入 投影 算 符 的 概念 , 令 
х, 5, 与 х; 分 别 表示 由 Ki, P45 PiK;; 生 成 的 置换 群 ,KK;; 交 换 
粒子 的 坐标 , Pj 交 换 自 旋 , 投 影 算 符 定义 为 : 

AAB)= А, AEZ, BEZ, (5. 3. 22) 


这 相当 于 将 PiK; 投 影 成 1, 即 作用 在 对 称 波 洱 数 上 ,由 于 


P 


P; = Inm (5. 3. 23) 
a, b 
gps 
р, = рб), D. € 5,, D, € F, (5.3. 24) 
其 中 D 为 算 符 ; 


K, D, -一 D;Ki, KD, 一 DK, (z, J == 1) (5.3.25) 


M 
T? = УГ?) (m > 0) (5. 3. 26) 
1 一 1 
则 立即 推出 
(5b, PD = e (p (D ,— b» = АБ, — БК, 
(5. 3. 27) 


(下 指标 相 重 不 求 和 >。 利用 投影 运算 p, 从 (5. 3. 26) 式 可 以 看 出 ， 
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T, 有 非常 简单 的 表达 式 , 它 用 也 Ж.Ж СР)" 的 投影 ,可 
以 证 明 ,(5. 3. 26) 式 给 出 的 Tu 满足 RTT 关系 , 即 (5. 3. 4) 式 , 事 
XE, fe = 0 很 容易 被 证 明 。 利 用 


n—1 
= A > рр” — DDK, (5. 3. 28) 


== 0 


可 证 Л = 0, 因此 用 投影 方案 ,比较 方便 地 证 明 (5. 3. 26) 式 满 
ж ЕТТ 关系 。 
现在 讨论 哈密 顿 量 。 由 于 变形 的 行列 式 为 


detT (u) = J ET, (и — (p — 122) 


`T, — (p — 29А) T po, (и) (5. 3. 29) 


它 是 (4. 1. 16) 式 的 推广 ,elo) 为 由 置换 长 度 决定 的 正 、 负 号 。 由 一 
般 理 论 


[detT GO, Т) = 0 (5. 3. 30) 


Лара) 5 4E EAE Т? 算 符 对 易 。 利 用 T% 用 D, 的 投影 
表达 式 (p 表示 投影 ) ,经 过 相当 的 计算 ,得 到 : 


D. À M А x À 

etT (u) =1+2М+ 5 зе 21 D. — 2 K; + ММ — D 
À А x г 22 
+ Be [DD - 2225] i M кук, 


M ^ À M 
+ AO — | > Ô – >K, 
i=] 
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Д? A 
+ EMM- DOIOL- 2) + ММ — D] ++ 
(5. 3. 31) 


H + z ВЛАК Bi B 58:0] 38 ЖЕ SY Е, hi ЖИЙ Bt tH БИТЕ u ` # 
数 中 , 取 为 


八 1 M ^^ À 2 РЕ 
PEU PES 


(5. 3. 32) 
HH Tn ИЖЕ B decr G0 ,所 以 Eod Yangian 对 易 : 
CE, YGSLODO]— 0 (5. 3. 33) - 
Xt EE С. 3. 27) 式 与 (5. 1.2) 式 , 算 符 方 程 的 解 很 容易 通过 8 5.1 的 
讨论 得 到 ,我 们 列 出 一 些 结果 ,例如 


^ А M ‚ 
a) D; = р, + 5 2,lsgnG — z) + DK; À = 2 


156} 


(5. 3. 34) 


M 


i=} ixj 
^ M 
b) D,—p + Mcot[a(z; — x] + 1)K4, À = 21 
ixj 


(5. 3. 35) 


oie, lo I—aP _ 
H = y 2 + + 22 gw[aG, С x] 


i=] 


M 
o D= p: + и У? (cth[a (z, — xj) ]РД 
gj 
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+ tanhLae(z — xz) JP; + 1]K;, À = 2il 
(5. 3. 36) 


Р. 


1 M P+ : 
+ 2 210 加 аР.) Eure — =;) | i ch?[ a Cz; — х) |] 


БИ S 5.1 定义 


| M 
D, — р, — ASK; (5. 3. 37) 
i<j 
则 得 到 “ 
[D;, р, | = 0 
[K; D,]- 0 (А5, j) (5. 3. 38) 


К,Р, — D K,, = А 
此 时 了 和 矩阵 可 表 为 诸 格 点 处 了 和 矩阵 的 连 乘积 ， 


E Pi 
T(u)-—1-A-——— (5. 3. 39) 
u — D, 


7 
TG) = [IT.o» (5. 3. 40) 
i=] 


ТИНЕ Е КТТ 关系 。 
此 外 , 当 D, 与 $5.1 中 的 x 以 下 式 来 联系 : 


D, = п — УРУК,» (5. 3.41) 
£ (5.2. 29) 相 比较 ,可 知 闫 模型 可 以 从 КТТ 关系 得 到 。 
结束 本 节 之 前 ,强调 以 下 观点 :现在 已 知 的 一 维 长 程 相互 作用 
模型 ( 除 椭 圆 形式 外 ), 可 能 都 可 以 用 RTT 关系 加 以 讨论 并 与 
Yangian 有 关 。 本 章 仅 对 SL(n) 进 行 了 讨论 ,但 讨论 却 具 有 一 般 
性 。 所 使 用 的 ;表示 一 维 格 点 上 交换 第 i 个 与 第 j 个 格 点 处 的 坐 
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标 操作 , 它 同 构 于 А, 群 的 Weyl 群 , 也 即 SUC 十 1) 根 图 上 基本 | 


反射 群 . 如 果 设 想像 基本 粒子 那样 按 一 定 对 称 性 排列 粒子 ,比如 在 
根 图 正 交 直 和 角 坐 标 作 排列 ,那么 天 ;, 即 同 构 这 种 排列 的 全 同 置换 。 
此 时 可 将 这 种 Weyl 反射 的 概念 推广 到 更 广泛 的 模型 ,最 直接 的 
推广 是 B, SOn + 1)), 它 将 引起 带 反 射 的 YBE… 以 及 推广 的 
长 程 相 互 作 用 可 积 模 型 。 
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正如 所 指出 的 ,一 维 格 点 交换 i, j; 坐标 同 构 于 A, 群 的 Weyl 
群 。 而 对 B, 群 , 其 Weyl 群 只 是 包含 了 在 根 图 直角 坐标 系 中 坐标 
KFS, МИЕ T 天 ;之 外 ,还 有 一 个 独立 运算 KK;, 它 作用 在 根 
HERE 
А = ле + T€, + ° + ox, 


上 使 > RREO, ERR e, 为 根 图 欧 氏 空间 中 的 基 矢 ,而 诸 =; 为 
算 符 。 于 是 (对 B, 群 ) 有 三 种 类 型 交换 算 符 031， 


К, K;, К — K;K;Kj; (5. 4. 1) 
相应 地 ,Dunkl 算 符 可 推广 为 
M — 
л, = р; + iVDK, +iX (VPK; + VK) (5.4.2) 
ix j 


KrBVU.VIPSVICETH SEE ЖИ C EAH E ITA 
表 求 和 )。 像 8 5.1 中 所 作 的 那样 ,采用 哈密 顿 量 


M 
ge = y уул (5.4. 3) 


将 (5.4.2) 式 代入 (5. 4. 3) 式 ,经 过 计算 得 
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ef = +> (p? + VV? К, — VVL?) 


f 


+ + DVP К, + VK, — УРУР — VPV) 
j>: 
1 
i (Vip yo Кр; V 一 yo "9 
+š 2241 + У?) Кр, + ( ) Kapi) 
_ 1 У! { ү шу), + үшү + voy, + учуу KK,, 
2 < 
1 
^ 6, 2) УК» 
= j> kx 
— 1 | >) (Vy V 十 V(Pyt? + ууз), YK; K; 
2 ix js k: 
(5. 4. 4) 
其 中 
V! = 9,V, 
V, a = = VPV P + ҮРҮР + Vë V (5. 4. 5) 
К = Ku 一 K sij = KK, 
首先 要 求 22 中 没有 р, 的 线性 项 ,这 导致 
V? =— V2, VP = V (5. 4. 6) 


它 表 示 可 以 取 
VD — YDCz) 
V? = уо (д, у), — V D2(— z) = УӘ (а) (5.4.7) 
V = V (z, + zx)) 

此 时 得 到 


1 | 
= > уок, 一 утуо 
w= y (В + VK, | 


$2) K, + VIP, + (VIP)! ИРУ) 


j=: 
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— — > WKK, — i > (У, „К, 一 3V; Kia) 
156 35964551 
(5. 4.8) 
经 过 计算 有 : 


LT л, | = (W, K, — „КК, + > Via CK; — Kj) 


kx, j 

+ У? 《一 Vi Kin + У.К; mn Vu K u + V aK а 
kÆi, j 

— V, K, + V Ky) (5. 4. 9) 


其 中 
Wa = ИРУ) + УРУР + УРУ, + V SVP 
Vj, = VEVE + УРУР + VVP 


1) 


К» — K; K; 一 K&K; = KaKa (5. 4. 10) 
V = Vo Ve 十 ү үш 十 vv 

L ij j i j 
К» 一 КК» — К 一 К; 


对 某 些 模 型 ,可 以 取 简化 关系 


VP = V2, VP(— z) =— М (=) (5.4.11) 
则 有 
Уш = V. i | (5. 4. 12) 
Wa = у {у Ф —vgy—vo(ve 4vg-w, 
(5. 4. 13) 
现在 可 以 沿用 § 5.1 的 作法 建立 模型 : 
1) V; = 0, Wi; = const. (5. 4. 14) 
这 时 
V (z) = А (5. 4. 15) 
x 


W, =— 2А| Vi? — VP 一 一 一 -| (5.4.16) 
j xrb—x l z ; 
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id W,/2À =— A, XH 


у, ViUx, h(x — 31 = 0 
(5. 4. 17) 
VV — Аа? = VP r; — Ах} = À, 
得 到 
VDCr) = Ах + Ат! 
(5. 4. 18) 
[z;, 7;] = 2A CK; — KK; 
Ф А; — 0, 显然 可 积 。 
2) V, =Ë, М(х) = lcotx (zk V (z) = [(сїһх) 
a) V (z) = (соїх, W,, = 0 
得 到 
VVCr) = —— 
51п2т 
Wi; Æ 0 В, VO (x) = Atan= (5. 4. 19) 
(1) А 
b) V (z) = іск, V? (x) 三 一 一 一 
sh2x 
W, Z 0 В, V? (х) = AManhx (5. 4. 20) 
c) V (z) 一 isgnz, Wi = 一 21? (5. 4. 21) 


这 时 相应 于 各 种 情况 ,哈密 顿 量 分 别 为 


_ 1 AA— Kj) _ AQ К,) 
Се = cu н У G аа 
DAO 20а Вр (5.4. 22) 
_ 1 ls A [ААК | AA—Kp 
Z, 一 2 22 + 2 эшкә, t awe] 


+ T 2j АСА, — K)) /sinz; + Aí (Ar — К) /соѕ? х; } 


(5. 4. 23) 
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P = i p + c, У! lr: — x) К, + 8G; + zp) KR) 
і = 
+ c, > у8(х)К, (5. 4. 24) 


有 关 类 似 模 型 的 详细 计算 可 参阅 文献 [13，14j。 

限于 本 书目 的 ,不 拟 对 长 程 相互 作用 模型 新 的 相 变 行为 作 讨 
it. 值得 提 到 的 是 另 一 方面 问题 。 由 蒲 富 恪 . 赵 保 恒 教授 等 的 对 角 
化 两 维 空间 中 量子 Davey-Stewartson І (DS- 了 有) 型 系统 ,可 以 分 解 
为 两 组 (一 维 空间 的 )Calogero-Sutherland $2789 。 而 已 经 知道 C- 
S 模型 可 与 YBE 联系 起 来 ,那么 DS-I 模型 能 否 从 推广 的 YBE Ж 
统 去 理解 呢 ? 这 是 个 有 意义 的 课题 。 不 过 现在 可 以 肯定 的 是 ,由 于 
C-S 模型 具有 Yangian 对 称 性 ( 见 (5. 3. 33) 式 ) ,而 DS-I 模型 可 以 
分 解 为 两 个 独立 的 一 维 的 C-S 模型 ,因而 05-1 必定 具有 
YCSL(2))SOY CSL(2)) 对 称 性 。 
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第 四 章 介 绍 了 Y(CSs (2)) ,特别 强调 了 一 些 直接 计算 的 结论 : 
I, J 形式 与 工 矩 阵 元 的 等 价 性 了 与 了 物理 实现 的 多 样 性 、 对 
Drinfeld 定理 的 理解 等 等 。 一般 说 ,T(xu) 对 wu ! 的 展开 式 包 含 无 穷 
项 ,仅仅 To + TO X3} R =u + P IE £ RTT 关系 的 严格 解 ， 
即 构成 Yangian 的 子 代数 一 一 李 代 数 SLO) ,如 再 取 高 阶 ,将 不 构 
成 封闭 的 代数 。 相 应 地 ,trT (zx) 展 开 式 变 为 无 穷 项 ,从 而 有 无 穷 多 
个 守恒 量 。 另 一 方面 由 Drinfeld 定理 知 ,RTT 的 解 与 Yangian Ж 
同 构 的 。 现 在 提出 一 个 问题 ;可否 得 到 RTT 关系 的 严格 解 。 但 
T(w) 的 展开 式 只 有 有 限 项 ,从 而 只 存在 有 限 个 守恒 量 ( 与 系统 目 
由 度 相 应 ) 又 不 失去 可 积 系统 的 基本 特性 。 答案 是 肯定 的 。 可 以 将 
Tu) JE RI, : 
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Tu Gu) = T> +u Ti +u TE du ГТФ (a,b=1, 2) 
(5.5.1) 
将 它 代 入 (4. 2. DÈ, R (и) = uP 十 1, 求 得 充分 解 ,trT(z) 给 出 
守 便 量 , 其 哈密 顿 量 正 是 以 前 熟知 的 G-C 陀螺 的 推广 , 称 为 
G-C [8] $£ f (рутоѕгат) 7), 
ВЕ, ЖЕ T GO E UN E 


A 0 
Т = N | (yp 在 以 下 为 零 ) (5.5.2) 
и 
TP, T? |= — АТФ, т, T TX» 一 АТ? 
LTEM TE ]= WR. (ТФ, TP]5 И Ll. 
[rw.Tg]- o, [TP, Tip]= ИГР -TR 7 
(n = 1, 2, 3) 


AT? — [Ti , Ti |+ TETY — TET? 
ATS? — ТГ, T$? |+ ТРТ? 一 ТРТ? 
uS = [ТФ,ТФ]+ тот —ТФТФ (5. 5.4) 
“Г? — [T, Т |+ ТТ 一 ТТФ 
Ero — АТФ 一 [T£P, ТФ |+ ТТФ 一 Tp 
тр, Tip ]=ТРТР — ТРТ 


[TP, TP]= TETP — TETË 
[r?.T?]- тете —ТФТ@ 
[T®, TJ]= ТРТ —ТФТ 
TT? ， T$ |= TETE — TETS 
| [T2 Т |= ТЭТ 一 TOTIS 
TH , T$ ]- TETP 一 TETH 


(5.5.5) 


"rir eme 
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TS, TO 一 [172 TP] Оол,п<3,а,Ь = 1, 2) 
(5. 5.6) 
Т? = 0 (т 22 4) (5. 5. 7) 
现在 要 找 RTT BJ R HH TUO < 3) 满足 (5.5. 3) 式 一 (5. 5.5) 
式 。 由 于 方程 比较 复杂 , 先 对 解 作 一 个 形式 上 的 假定 ,然后 代入 以 


上 诸 式 求 出 待定 的 系数 和 其 他 未 知 项 。 采 用 的 基本 算 符 仍 是 角 动 
量 与 坐标 "满足 : 


[Lis La] = La’ (1, L-]=— 2L; 

|Х+ү, L, J = + X. , [L,, X, ] =+ Х (5. 5.8) 

[L., X ]=— 2X; LL, X, ] = 2X; 
以 及 质心 的 动量 Р УМО 的 关系 为 
HP, Q 5 L, x 对 易 。 和 完 设 中 

Т2 = aP, ТӘ = 0, TP = Be?X,, TP = Ye ™ 
(5. 5.9) 
W; = М? + fA + f.,PL, + Рх А 


Т? = (P + gala) (g, L + 2:14 + gs) + g[L_, X, ]+ 
(5. 5.10) 


其 中 [4, B]. = АВ+ВА, 12 (QD ЖӘ а, В, т, fis BERE. 
将 (5. 5. 9) 式 代入 (5. 5. 3) 式 得 到 (п = 1) 


À = 1ат, и = 0 (5.5.11) 
对 nn = 2 得 到 
ТФ =— A_-18eS([fi2 + fal}, Х,|— РХ + izL,X,)) 
= — A-iBe®{ fi[L;,, X,), — (Л, + РӘ, X. J]. 
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一 f4CP + Ії) X, ) 


T? = jY frL; 9 
Ту = A jir6xr A= ifa, fi + f + À = 0 
进而 有 


TP = f? + УА + аР1 + FX + f, 
T? —AUY,8X.,TH = Ye "L, 
ТІ =— A 18e'S(f,[L, , x]; + r+ (AL, — aP)) 


下 进一步 代入 决定 Tw 的 式 子 中 ,由 于 计算 很 烦 , 只 举 出 一 些 项 的 
例子 : 
LTP, ТР ]— ТТ =— АВАГ, Xi 


Т> =— A BYf LLL, Xi]. 
ТІР, Т J+ Т ТР — ТЕРТ ЕС 
= Ye (АМ — f.X + АІ? + fali + f X fo 

ТР = À-'ye-%1f OL — LD + Ј5) 

[Tib TP |= Ар 
ТР = a Уе "(g,L! + gL gs) 
g = — 8g: = A afi, g; = А laf, 

类 似 地 得 到 
ТҮР = AaCP + gil) {AiE — 18) + Р) + gl. Xi]. 


T$ =— А Be? afi Li, Xi]. (P — Аа) + 4g.X:5) 
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在 以 上 解 的 过 程 中 用 到 了 
L*:x-—x*:L-—0 (5. 5. 12) 


亦 即 没 有 磁 单 极 (g = 0)。 再 经 过 计算 ,可 得 最 后 结果 ,由 于 中 间 
过 程 比较 复杂 ,不 再 列 出 。 最 后 结果 为 : 


y =— ia !À, fi 一 一 IA f 一 一 2a, f, = a, f, 一 一 A 
1 _ 1 1 
817^ 8; = — 4°, ёз =— Аа, g, = ade 8s = — 16^ 
(5. 5. 13) 
4 f. = f, W TERRA 
TP —— [D + 3L + + | T аР1 + fz- 
Т? = A Y Вх 
ТФ 一 一 ige | — AL. а]. + z (QL, 一 aP) | 
Т? 一 一 ye S L, 
< (3) 1 —1 2 2 1 1 
Т = — 21% “一 Аа Г.) L — 12 + 4 + qI- ° Жз }+ 
T? = ТРАТ ВУСІ. хз |+ 
T? = -一 Ве? | fz! — alL., £a ]+ (P -一 дат) | 
ly 1 
Р = irene- i+ +] 
(5. 5.14) 


将 (5. 5. 140 4É À (4. 1. 16) 式 ,经 过 相当 的 计算 ,得 到 
detT (u) = u`’ (u 一 Dl и? 一 2 十 d [ 2 jai] 


(5. 5. 15) 
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3 
这 与 Эр: 是 Casimir 的 事实 相符 ,因为 detT(z) 的 展开 式 就 是 
Casimir 算 符 , 另 一 个 已 经 选 为 (5. 5. 12) 式 。 为 了 求 守 恒 量 ,对 了 ， 
ОЁ, 


Ти) SAH aP и ALD H r + 1| 
+ аР1 + fz.+ a1BYz, | 
1 =3) __ — | 2 __ d 
+ Г“ | (aP М1 Ls 十 " 
+ SUL- Ха). А ВРС, mle) (5.5.16) 


其 中 4 可 取 为 ],，f/, a, 0 与 7 为 独立 参数 。 

由 于 YB 以 组 合 形式 出 现 , 故 只 有 a， BY., f 为 独立 参数 ,将 上 
IPH L 与 x 作 转 动 变 换 , 令 447 Yf = 8, 最 后 将 (5.5.16) 式 给 
出 的 守恒 量 


了 工 / 1 or: PN £f. LL u d 
Hp = 211 (LE + 312) — fx.— BYx,— aP L, ) + 16 
(5. 5. 17) 
G = | (ар — Ал) 15—14 + oj 
Р 1 3 3 4. 
+ SFUL., z J, + BYEL, , ту] ^ — (5.5.18) 
! 1 1 L? ‚2 ] 
Н! = іти +31. D 一 bx! 一 aPel4 |+ ү (5.5.19) 


4 
_ rates = DLL — 17% + T| t bns 14], 
(5. 5. 20) 
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Нфе= +1, XL = X Asli z! = 》 Asx 转动 变换 时 矩阵 


А 的 行列 式 ， 
€ =+ ] = detA 
(5. 5. 1903& 55 (5. 5. 200 X IE RE CA [16 17j] 给 出 的 G-C 回旋 
陀螺 的 守 便 量 。 它 表示 一 个 椭 球 陀螺 置 于 外 场 并 有 质心 运动 时 的 
哈密 顿 量 H, 与 另 一 个 守恒 量 G, 。 当 然 , 这 里 角 动 量 与 坐标 仅仅 是 
记号 , 它 可 以 代表 更 广泛 的 含义 ,只 要 满足 (5. 5.8) 式 即 可 。 例 如 取 


Ze = n° (t) 
J, =— I& gyn et ny (t) 
[ n. (t) , nalt) | 一 б 


即 约 化 的 手 征 变量 模型 ,代入 (5. 5.17) 式 后 可 以 用 变量 上 (表示 
出 来 。 

从 这 个 例子 ,可 以 看 到 由 RTT 关系 解 出 的 完全 可 积 量子 模 
型 不 一 定 非 得 有 无 穷 个 守恒 量 不 可 ,事实 上 有 限 个 守 便 量 更 接近 
通常 的 量子 力学 ,同时 ,这 个 模型 不 是 一 维 的 , 丽 是 真实 三 维 的 横 
型 。 这 种 思想 可 以 扩展 到 其 他 模型 . 作为 第 一 步 ,在 这 个 计算 中 强 
烈 地 依赖 于 了 全 的 具体 解 形式 ,应 当 引 入 整个 代数 的 关系 , 它 满 足 
RTT 关系 ,从 而 将 哈密 顿 量 表示 为 这 些 代 数 算 符 的 组 合 , 剩 下 的 
事 就 是 求解 这 个 代数 关系 方程 组 的 解 。 这 方面 讨论 的 初步 结果 参 
见 文献 L[18，19]j。 另 外 ,有 关 Н» 的 能 谱 的 讨论 可 参阅 文献 [16， 
17」]。 最 后 ,强调 指出 , 解 RTT 的 充分 解 的 办 法 很 多 ,其 开始 所 设 
形式 亦 不 同 ,从 而 可 获得 系统 的 各 种 解 。 

最 后 ,要 指出 本 节 只 讨论 了 有 理解 形式 。 还 存在 三 角形 式 的 
G-C 陀螺 解 , 由 于 计算 过 于 复杂 ,将 另 节 和 叙述 ,详细 计算 参见 文献 
[20]. 
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S5.6 9 变形 的 G-C 6661 


在 85.5 中 从 有 限 转 移 矩阵 (5. 5. 1) 式 满足 RANT 关系 , 解 出 
T G-C 形式 的 守恒 量 (5. 5. 17) 式 与 (5. 5. 18) 式 ,这 些 守 恒 量 的 个 
数 正 像 任 意 有 限 维系 统一 样 是 受到 系统 自由 度 的 限制 的 。 如 
(5. 5.19) 式 所 示 的 哈密 顿 量具 有 很 明显 的 物理 意义 ,Hi 中 包含 椭 
球 陀螺 ,其 = 方向 与 横 方 向 半 轴 比 为 4:1, 而 这 个 刚性 电磁 椭 球 
陀螺 的 质心 动量 为 P, 并 处 于 沿 z", 轴 的 恒 电 场 中 。 UE PY 
向 , 它 是 守恒 量 , 质 心 在 上 述 电 场 中 运动 产生 了 自身 的 磁场 ,因而 
# (P x E) І ~ 2PL, M, 

这 种 G-C 陀螺 是 由 最 简单 的 六 (и) = uP 十 1 这 种 R 矩阵 相 
联系 的 ,其 中 只 (zx) 满 足 YBE。 一 个 自然 的 问题 是 可 和 否 推广 这 个 概 
念 , 即 考虑 RR (au) 是 最 简单 的 YBE 的 三 角 解 时 ,可 否 求 出 相应 转 
ЖЕ ТОО ЕЮ ЖЖ? 答案 是 肯定 的 ,但 需要 进行 相当 复杂 
的 计算 。 首 先 将 YBE 与 RTT 关系 用 新 的 运动 变量 写 出 ,即将 
(3. 1. 25) 式 与 RTT 关系 不 用 变量 x 表示 ,而 是 用 新 的 谱 参 数 z = 
e iB, 

R (z) Ё, Cry) R > OQ) = RCy) Ë (ху) R4G) 
(5.6.1) 
或 
RCry oRAGO R G) = Ё (у) Rx) Rs Gy) 
(5. 6. 2) 
只 要 保证 两 端的 尺 所 含 谱 参数 之 乘积 等 于 当中 的 RE SHEER 
19], RTT 关系 用 谱 参 数 z = e“ 写 出 则 为 : 
R Gy IT) TG = (Т(у) @ TGD R (хуг) 
(5.6.3) 


SUAM simin. ICH RR 


3 5.6 4g 变形 的 G-C 回转 陀螺 283 


可 以 验证 ,下 面 六 个 元 素 不 为 零 的 矩阵 满足 YBE(5. 6. DÅ: 


а(х) 


v w 6x) 
R (х) = (5. 6.4) 
б(х) w 


а(х) 


其 中 alr) = qz —q х, Р(х) = х — z 1, шю = q — 97), 
х= е, q = e”, 一般 说 满足 RTT 关系 的 转移 矩阵 T x) = 


+ ° 


УТ 。 现 在 要 寻求 如 下 有 限 赛 次 的 解 : 


n = — оо 


3 
T (z) = > re, To 一 | T» | (a, b= 1, 2) 


n=— 3 


(5. 6.5) 


这 种 三 角形 式 的 整体 解 称 为 q-G-C 陀螺 。 将 (5. 6.5), (5.6. 4) 式 
КА КТТ 关系 (5. 6. 1) 式 。 在 原则 上 可 以 求解 卫 (z) 。 但 是 一 般 形 
式 极 为 复杂 ,作为 有 理 形 式 的 推广 , 作 以 下 形式 的 假定 : 


TE? = ТО = Т? = ТУР = ТР 
— ТЭ — TF? 
= T? = T? = 0 (5.6.6) 
在 (5. 6. 6) 式 选择 下 ,(5. 6. 3) 式 变 为 : 

TS, ТФ |= 0, а*#!ТФ ® ТР = TPT ? 
q TiPTH = ТТЕ? 
а Т?Т = TYT G =+ 1, F1) 
q^ TET? TEPTSO-—LII.TD 


ITED TO — TOTEN) FDOT? 
q Г» T3 = T, T3 + Т5; Ta 
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q*'Ti Ty = TOTP + wT TY 
9 全 二 7 一 0, 干 2) 
qQUTZOTW? = ТРТ? + Т?Т G = 0, + 2) 
а ТТИ? + wT Ti = ТЕРТ? + ТРТ? 
QUIT CTS + Т Tie —TWTWU + ТРТ? 
[TH^,T2"]—0, [ TE^, Ti? ]= отет" 
[Т , Т ]= w TROTE? — ТЕРТ?) 
7°, Tip |= 0 G =+1, + 1) 
[Т ?, TE? ]= w(TPTH? — Т?Т?) 
25°, ТЕ? ]= ТЕРТ? — Tie Ta ) 
7122, Та ]= [Tiy Ти” ]= + Тат? 
(5.6.7) 
КР А, 7 与 为 任意 常数 。 
为 了 将 满足 (5. 6. 7) 式 的 诸 未 知 矩 阵 元 TU. TR, TES 
TE? , TR ,了 六 ”与 TY 用 更 基本 的 代数 关系 表示 出 来 ,引入 以 下 
RARR: SP, SP, Е, En, А2, AUS P, QRP 


[P,Q] =—i, q = e”, e^: (5. 6. 8) 


K = 
并 设 将 上 述 和 矩阵 元 用 这 些 算 符 表示 出 来 ,而 这 些 “ 基 本 ” 算 符 的 对 
易 关 系 则 由 (5. 6. 7) 式 决定 : 
TEP = eSP esso 
Ti? = Ae", T£? =+ K*'e*" E, 
Tig? = eee? E, ,, TP = e (e PES 十 e +) 
TE? = ее AC, TP = e (e PAS 十 e ACD) 


(5. 6. 9) 


进一步 ,为 了 以 后 方便 ,也 为 了 满足 (5. 6. 9) 式 ,引入 
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AS -一 一 АФ? К*?, Е) 一 一 E,K? 
(5.6.10) 


SP=+ haz K? S, SP=F АК 


HF a, 为 任意 常数 。 
15.6.60. (5.6. 8) ~ (5. 6,10) 式 代入 (5. 6.7) 式 ,发 现 KK+， 


АФ, Ex, S 5 E, 必须 满足 以 下 代数 关系 : 

q* AO E, = EA®, q* E,E,, = E,,E,, [AQ , Ez] = 0 

$АФ— q*'A9 S = aj AO KT 

SE,,— q*! E,,8S =+ ашЕ:,К*' 

q' A? E,, — q* Eh AP = + wAK"' E, 

SE, — E,S = — oA w(qE,AU — q ` E, AP) 

(5. 6. 11) 
E P w= 4—4, a, 与 a; 为 任意 参数 。 进一步, 可 以 证 明 
(5. 6. 11) 式 可 以 用 以 下 集合 A... К, £2. ЗЕ. 
gh 


P, =, [7,7 Jee ha 


[2., v.]—0, TR =g 2.2, 2,.2,—9'* 2,2, 
Ф+ Ў, 2, = 2, Ja Er К+ 2 
а. 2 4 = 2 J Frp gK > 
(5. 6. 12) 
这 里 


à, 十 3_ = 1, g = 2 sk д? + q 1⁄2 


EREE BAJ, Ja 2м. 2, K 5 AD, Ez, S ЇН} 2: 
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АФ = А? f 2,-+ А42 2_ 
Ea = BY J. 2+ BE 2, 
S= J, J. + 

K = exp(1Z7 Ja) 


而 依赖 于 K 的 量 如， BD 与 入 (i 二 1],， 2) 满足 以 下 关系 ;对 54+ 十 
8- 二 1 有 

AO = 0, AP = At KIP 

a= Q — 471977479. K'ita АФ 

A2 = (1 —q Эд! %+ае7!а,т_ КоА, 8% — 0 

geo Q— q7)g7 «e, Kt. pr, poo. ВСК? 

В2 = (1 — 47!) lg * наат, K^? 

EO 一 一 Аро] — 971) lg tga a, K 1 B9? АФ (gK) C2, 


(5. 6. 13) 


x $. + б_—— 1 有 
АЧФ = 0, AD, = A- ROHH- AD 2 (1 — q 1) lg i r Кін АО 
АФ — (1 — q 1) lq ta ilar. KA, 890 = 0 
82 = — (1 — q) 1 qr K^, po BPK”? 
go = (1 — q 1)" 1 д“ + аа іт К+ +8) 
EO че — À; ie 1(] — qi 1 q*tš, gae; КВ AS) (gK)>( з)? 
且 均 有 
az = ра, А = (g — l)zog_la, À, = alq — K + КУ!) 
ЖН t+ 是 依赖 于 9g 的 参数 ,满足 : 
тту = 1 
g—1 
与 (5. 6. 12) 式 同时 ,也 出 现 了 对 集合 А, 的 限制 条 件 : 
gLJ,], & +7 K 7_ 2 + r. K 全 一 0 (5.6.14) 
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很 容易 验证 , 34 q — 1 时 , A, 一 ACJ}, Ja, zy 23), 亦 即 通常 的 
Е, 代数 ( 见 (5. 5. 0340: 


[J4, J. ]=+ J. , [U ,J_]= 2J, | 
(5. 6. 15) 


[J5, za) = T4, [J., х= ] — 22; 


而 g — 1, (5. 6. 140 xx Utt] AMER: 


3 
J, z-+J_ z, + 2J,z; = 0 У Јл, = 0 (5.6.16) 


= 
由 此 知道 A, 正 是 (5. 5. 8)、(5. 5. 12) 式 的 g 变形 推广 。 直接 计算 ， 
得 到 满足 (5. 6. 11) 式 的 诸 算 符 可 以 通过 “更 基本 ”的 (由 (5. 6. 12) 
式 给 出 ) 算 和 从 明显 表示 出 来 : 
E, = cKš- + ( 2 ;)2 
A@= а,{К*Т, 2, +K- (q — D?q-c. 2.) 
АФ= a Kt i+l(gq — 1) lr q-q IE, 
E.,=— a,(q — 1) т. 9+ К^ %+ lg 5° % 
Е, = а,{К +07 2, — (Q 1) iri. qhi КӘ 22 _} 
S =c, (g 'o(q — J. J,+ K^ + qK) 
(5. 6.17) 
这 里 
ааз = cg "w(q — 1)A3G * 7 


1 


а; = — q"?cg(q— 010), с, = wla — Dog 


其 中 ,4,c 与 和 为 常数 , 且 ó 3-9. = 1。 注意 以 后 计算 中 在 
TI 于 ?中 只 出 现 a/c 这 个 比值 。 将 (5. 6.17) 式 代入 (5. 6.9) 式 , 遂 
得 诸 不 为 零 的 TH(a, b = 1.2, In| S 3), MJ, Jo 245 2, 
的 表达 式 ,这 些 “ 基 本 ” 算 符 满足 (35. 6. 12) 式 。 

要 得 到 哈密 顿 量 右 , 需 要 计算 T(x) 的 迹 : 
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trT (x) = Тіра + Тү? + (TP + T; ) z 
+ (TI? Tg?) (5.6.18) 


但 上 式 不 易 直 接 与 物理 的 理解 对 应 ,引入 z = е“ 可 将 转移 矩阵 
TOO Н u RKA: 


T (x) = Т 0) + sing T 0) + cosuT (? 12 + sin/uT e 0) 


+ sinucosuT ' " + sin?^ucosu T ^: ? 十 sin?yT Š: ? 
(5. 6. 19) 
其 中 T>. TS 
相应 地 得 到 ; 
q = e" 


(Ti = — gih cos (QP), T ? = SIA,sin(7P)> 
TẸ? =— ае (е PK S, J + 22, K 

( (q 一 1) ir gritcos(yP + 469 — 1/485) 
TQ" = gia, e (— e-"PRI-C P 2, 


x + 2È (9 — r, K^ Sq 


, sin (P. + £9 7, + 1/465) 
JTE? = йде“ (e KH P, 2,— 2, K 
 (4—1)714*—'*т_ sin(yP + ёр 9, + 1/489) 
T P? = (2)3А,вїп ОР + £2 Ja) 


。 lsineysin Pg J J.T sin (7 Л» + 1/4£7)sin H 
T$ ? —— 2@сК*-—?*+зїп (Р + £g f) (2, 
T 9 = 2ig,e 89 {Кё 1g jo 2,— 947024 9372)r, 


< Kè- Q ysin (Р + êN Sa) 


! 
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Tf" = 2iae | — КЪ, 2, — (4 Dr 4% 
К*+?+ 71/4915] ё7] : 7 
Д +q !/'*2151п A) їп (Р + $7 Jj 
TEO = gicK*- -cos ОР + £9J4) 21 


Та = iA, | 8g 1siné7 * sin 


2" * cos(gP + £g Л) 
Л 了 + 4sin| nP 十 én J, + inl 


ё J, + ru — 4sin| P 一 Lt 


+ 4sin (P + £7 Ji) • sin (7 ә! 


* sin sin 


pu 


(5. 6. 20) 
它 的 形式 较为 复杂 ,现在 作 简化 。 考 虑 一 个 极限 情形 : 当 69 = 常 
数 , 但 7” 一 0, 这 时 有 : 
H = Тао + T$ 0 — (К + K=) eg- (2 D 


£^ 7 


— Bra” — qS Jod J Ja) 


3 


+ (q'--q-Y(K + K^] + 81А, (5. 6.21) 
其 中 K = q^ = е (5. 6. 22) 


H A, c 均 为 任意 常数 , 且 65; 十 5_ 二 1。 为 了 理解 (5. 6. 21) 式 的 物 
理 意 义 , 取 极限 q 一 1 , 即 ё 1, 7 — 0, 则 有 


H — (— 2iAm(1/2(J,. J-+ J. J.) + AJi 
+ 4PJ, + c C£)? + 1/4) (5. 6. 23) 
它 正 是 过 去 解 出 的 G-C 陀螺 (5. 5. 17) 式 , 仅 需 将 过 去 的 哈密 顿 量 
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中 z, CES. 重复 所 有 的 有 理 形式 RTT 关系 的 计算 ,发 现 
(5. 6. 23) 式 与 Ё (и) — uP + 183 RTT 要 求 一 致 , 亦 即 也 是 它 的 
解 。 三 角形 式 下 的 另 一 个 守恒 量 为 G( = TO? L TIE): 


гах А A ^ ^ ^ 
G= (£5: — a0 [ 207 — av 7+ 7.7) 


+ (q^ __ q 1⁄452(K + К!) | _ cg ES 


(5. 6. 24) 
在 取 有 理 极 限时 ,有 


С 一 ~ 一 Аар (J, + P IU. J-]++ 1/4) 一 e Gt | 
(5. 6. 25) 
它 正 是 有 理解 对 称 的 G-C 陀螺 的 另 一 守恒 量 。 
为 探讨 三 角形 式 G-C 陀螺 的 物理 含义 ,简单 令 卫 一 0 c = 0, 
它 表 示 陀 螺 质 心动 量 为 零 , 并 且 没 有 坐标 形式 的 势 , 即 变 为 一 个 
“纯粹 ”gq 陀螺 。 这 时 相应 哈密 顿 量 简化 为 : 


Н. = — K + К) Ў J +J J.) 
二 (gq + q rK EK») (5. 6. 26) 


它 的 有 理 极限 是 一 Ji +J + J, 即 正 是 G-C 陀螺 情况 , 它 相应 
T R G0 二 uP 十 1 的 RTT 关系 解 的 简化 情况 。 在 (5. 6. 26) 式 中 ， 
略 去 公共 因子 ,得 

_ K+K’) 


1 A ^ A A 
Н' = гє ка 2! (7, j +I 了) 


+ (а, + q 1⁄4y 2 


—1 
k (5. 6. 27) 


这 个 结果 表明 ,满足 RTT 关系 的 陀螺 ,并 不 是 简单 地 把 原来 


N AW A. 


Кеа: Чә! 
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的 角 动量 算 符 形式 增加 9 相关 的 系数 并 把 J—J 。(5. 6. 27) 式 前 
面 的 (K + К^!) 因子 是 非常 重要 的 。(5. 6. 27) 式 也 表明 ,q-G-C 
陀螺 完全 可 以 写 为 对 角形 式 。 利 用 U, (SL(2)) 的 平移 算 符 表示 : 


Т.Т, = 9Т,Г,, (T. =Т-, 


Т.Т. = ТУГ, = 1 (5. 6. 28) 
(Ty i= T, 
在 本 节 采 用 的 记号 下 ,可 定义 : 
5 — — (q? _ q 125 T + T ，) , К = q "T T, 
. |P. = (fg 25 (p. LT), K?-q^T T, 


(5. 6. 29) 
可 验证 它们 满足 : 
KI LK = а Ў, 


А ^ 1/2 一 172 ^ 
[ff 1o € — K) = gl 


g=q +q, K= q 
(5. 6. 30) 
A EH. 
J. J +L 7, 
= (P — g 17) *(4 + (q!'? + q 1 (K + K ''!)) 


(5. 6. 31) 
于 是 (5. 6. 27) 式 可 改写 为 : 
—1 
H' asm nq HERR 3 e T epp Кък 
= (q2 —q 1⁄2y 2 í QT T ,+q "7T T.) 


lglgtD TT tg UT. (5.6.32) 
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其 中 
g —q4 q^ 


上 面 从 RTT 关系 得 到 (5. 6. 26) 式 的 过 程 是 相当 复杂 的 ,但 
结果 很 明确 :无 外 场 时 它 正 是 满足 RTT 的 9 变形 陀螺 。(5. 6.12) 
式 有 许多 可 能 实现 的 方式 ,也 即 对 应 许多 可 能 物理 图 象 . 以 后 将 证 
明 ,(5. 6.12) 式 的 多 个 费 米子 实现 后 ,对 (5. 6.26) 式 作 平 均 场 近似 
后 ,将 导致 Hubbard 模型 的 哈密 顿 量 ,这 是 个 相当 有 物理 兴趣 的 
结果 。 有 关 这 方面 的 讨论 可 参阅 文献 [18 一 21]。 
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YBE 的 三 角 解 


前 几 章 介绍 了 YBE 最 简单 的 解 尺 (xz) 一 x 上 十 了 引起 的 一 系列 
量子 可 积 模型 ,现在 回 到 YBE 自身 。 它 有 多 少 种 解 呢 ? 既然 一 个 
解 就 可 以 产生 出 许 许 多 多 物理 模型 (通过 RTT 关系 ) ,讨论 YBE 
的 解 将 会 大 大 扩展 量子 可 积 领 域 .现在 已 经 知道 YBE 存在 四 种 类 


型 的 解 : 有 理解 .三角 解 .椭圆 解 与 手 征 Potts 模型 解 。 本 章 实际 只 


研究 三 角 解 ,有 时 也 涉及 有 理解 , 现 通过 一 些 例子 说 明 这 些 解 的 特 
点 ,然后 集中 研究 YBE 的 三 角 解 。 


S6.1 YBE 解 的 类 型 举例 
(1) 最 简单 的 有 理解 的 例子 


К(и) = u + P 


其 中 PP 为 置换 算 符 , 可 取 任 意 有 限 维 表示 ,相应 地 ,转移 窍 阵 T(x) 
的 展开 式 为 


T (и) — S uT” 
n=0 


其 中 为 谱 参 数 , 注 意 对 有 理解 ,现在 TC(w) 展 开 式 为 半 轴 形式 , 问 
全 部 ”包括 ”< 0 ) 的 推广 将 不 在 本 书 讨论 。 


x 
K 
— 
+ 
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(2) 最 简单 的 三 角 解 


sh(zx + r) 
shu shr 
shr shz 
sh(z +r) 
其 中 4 = e” 为 YBE 解 允 许 的 参数 ,未 标 出 的 元 素 为 零 。 它 有 6 个 


非 零 元 素 , 称 为 6 顶 角 模型 。 给 定 这 种 类 型 的 R(w) 后 ,转移 矩阵 
Т (и) XJ и 的 全 部 各 次 展开 


R(u) = 


Ти) = Y uc TO 


g---oo 


这 种 RC(w) 当 令 ити Н r0 时 ,存在 极限 
Ru) — r(u + P) 


H FZI YBE 解 不 起 作用 , 它 正 是 (1) 中 有 理解 。 

(3) 简单 的 椭 贺 解 

三 角 解 可 表 为 x = 二 e*( 或 x = 二 e*) 的 多项式 ,从 的 角度 , 它 为 
单 周 期 。 存在 双 周 期 的 解 ,例如 ,下 述 的 8 项 角 解 。8 顶 角 解 首先 是 
由 巴克 斯 特 给 出 的 中 ,以 下 形式 见 文献 [2]: 


а(и) а (и) 
blu) с(и) 
си) blu) 

4(и) а(и) 


В (и) = 


其 中 
alu) = 0,06, (008, (u + 1) 


blu) = 06,000, C408, Cu + 7) 
с(и) = B, (2720, Cu), (и + 7) 
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d(u) = Ө, (7)0, (u)0, (u + 7) 


6,0) = || a — 22% Ycos2ru + 2271) (1 — р") 
n=] 


0,(и) = 2p3sinzu |] (1 — 2р"соз2ти + р") (1 — р") 
„= 1 


其 中 7 与 р 为 两 个 独立 参数 ,所 以 这 种 解 是 双 周 期 的 。 当 p 一 0, 易 
^l] 0, Cu) == 2sin?xu , Ou) == 2p5sinzu „В alu) == f(p)sinn (a 
+7), blu) == f(p)sinzu, c(u) = fCp)sinz2, du) х= 0， 于 是 此 
时 (3) 回 到 (2) 的 三 角 解 形式 。 

这 里 要 强调 ,尽管 这 三 个 例子 表现 了 逐 级 极限 性 质 , 但 这 并 不 
表明 所 有 有 理解 都 可 以 从 三 角 解 极限 得 到 ,或 三 角 解 都 可 以 由 椭 
圆 解 求 极 限 得 到 。 一 般 说 ,有 理解 有 自己 的 体系 ,三 角 解 也 有 自己 
体系 ,有 的 三 角 解 没有 有 理 极 限 。 

(4) 手 征 Petts 模型 

(一 (3) 类 型 的 解 都 对 应 顶 角 模 型 ,并 且 在 三 个 相 邻 空间 中 
的 RR 和 矩阵 的 宗 量 中 谱 参 数 具 有 相 加 性 质 , 一 般 说 ,YBE 可 以 写 为 : 


Ri, Q, Dy RO, y) R (и, у) 
一 R NUR у) КА, у) RAO, и) 


这 里 谱 参 数 不 再 像 以 前 那样 的 一 定 可 以 表 为 ws = A— n 58. 但 同 
样 可 以 用 这 些 谱 参 数 将 尽 (1，j) 参 数 化 ,不 过 参数 化 曲线 十 分 复 
杂 。 这 时 不 再 是 顶 角 模型 ,但 所 述 的 尺 和 矩阵 可 以 由 以 下 的 函数 
W, (a — b) 构成 ,其 中 Wla 一 5) 满足 : 


> W, (a — d) Wb — d) Wd — с) 
a 
= Ro Wp (b — СУМ „Са — c)W „(а — b) 


Wm 与 WW 可 以 用 图 6.1 表示 。 
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W p(n) "г dsb, — a,c,% 
( ) EM Pq — РЧ P 
BA W СО) x Бр, — c,a,u' 


— u W (n) = "p oea,d, — d,a,w 
Enn) = W, | I Cb, 一 b,c,u/ 
Luo] 25i 
E 
N N 
[^ Sw" W pa(k) ) | 
f — m=1 k=1 
pg N 
[TE Wm) 
m=1 
一 种 特殊 情况 是 自 对 侦 解 : 


€, — d, = 1,a” + БУ = 0 
这 时 简化 为 : 


— : b, — аа? 


一 u юа, — a, 
gx (n) = b, — bpw 


j-1 
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其 中 ao， b, 与 ө” 为 参数 。 这 时 a, 与 b, 所 起 的 作用 有 些 类 似 于 项 
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角 模 型 中 的 谱 参 数 x。 上 面 所 示 的 手 征 Potts 模型 解 是 由 欧阳 - 
Perk- 巴 克 斯 特 给 出 的 中 。 在 最 早 发 现 手 征 Potts 模型 解 的 过 程 中 
ЖЕКЕН Л. чи КЕШ ТЖЕ ИЩ", 

本 章 将 集中 介绍 三 角 解 ,因为 它 与 以 后 要 讨论 的 量子 代数 对 
称 性 有 密切 的 关系 。 由 于 求解 YBE 往往 需要 许多 运算 ,人 们 常 党 
集中 于 运算 的 技巧 而 忽略 物理 的 考虑 ,因此 在 以 后 的 介绍 中 将 不 
着 重 于 具体 运算 ,而 着 重 介绍 主要 思路 和 物理 对 应 。 


56.2 ЖЕН л (BGR ) 的 例子 


第 三 章 强调 了 YBE 的 物理 意义 , R (或 S) 代 表 了 二 体 的 无 反 
射 满 足 因 式 化 条 件 的 碰撞 S 矩阵 。 由 给 定 六 (或 R) 解 RTT 关系 , 即 
可 决定 诸 和 矩阵 元 TH 所 满足 的 对 易 关 系 , 当 怀 是 有 理解 时 ,这 些 关系 
引进 了 Yangian 对 称 性 , 它 是 霍 普 夫 代数 的 一 种 实现 。 从 数学 的 观 
点 ,这 种 代数 是 基本 的 ,用 它 的 生成 元 原则 上 可 以 找到 R 算 符 本 身 ， 
它 的 矩阵 元 就 是 R 矩阵 。 对 于 Yangian, Drinfeld 以 及 第 四 章 文 献 
[1,3j 已 经 建立 了 这 个 理论 。 当 R 矩阵 是 三 角 解 ,T Cu), Pr Pb S.B Ë 
普 夫 代 数 是 量子 代数 ,用 它 的 生成 元 构造 土 普 夫 代数 的 基 , 再 构造 它 
的 中 心 ,就 可 以 构造 R 矩阵 ,这 方面 数学 上 已 有 很 成 熟 的 理论 。 换 言 
之 ,从 数学 角度 ,所 有 知识 应 当 从 代数 结构 得 到 ,包括 R 矩阵 自己 ,这 
是 Drinfeld-Jimbo-Reshetikhin 构造 的 基本 出 发 点 -221 。 

然而 从 量子 逆 散 射 方法 出 发 去 讨论 对 称 性 ,基本 出 发 点 不 是 代数 
结构 本 身 ,而 是 先 给 定 R 矩阵 ,求解 转移 矩阵 T(x)w ,再 建立 物理 模 
型 和 产生 的 新 型 代数 的 结构 。 这 种 处 理 模 式 为 Faddeev- 
Reshetikhin-Takhtajan 方案 1。 换言之 ,从 数学 角度 , 霍 普 夫 代数 是 
出 发 点 ,R 矩阵 是 产生 物 。 而 从 物理 角度 R 矩阵 是 出 发 点 , 霍 普 夫 代 
数 是 衍生 物 。 下 一 章 将 介绍 量子 代数 基本 特点 ,本 章 主要 介绍 如 何 直 
it R 矩阵。 由 于 在 数学 上 ,已 经 对 某 些 不 同 李 代数 结构 给 出 了 由 相 
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应 量子 代数 生成 元 组 成 R 算 符 的 明显 公式 (虽然 有 些 情 况 不 太 实 
用 ), 因 此 ,只 要 代入 具体 表示 就 可 以 得 到 R B5B Ек, R 的 矩阵 元 
El R ЖЕЕ. 但 是 ,将 会 看 到 ,直接 解法 仍 有 很 大 的 好 处 ,因为 有 许多 解 
是 不 容易 从 典型 的 数学 的 公式 中 得 到 的 。 以 下 为 方便 ,将 Jimo, 
Reshetikhin, Rosso 等 等 给 出 的 由 量子 代数 标准 方法 得 到 的 解 称 为 
标准 解 ,而 将 另外 存在 的 新 的 解 系 称 为 非 标准 解 。 

(1) 求解 方案 简 述 

为 了 直接 求解 YBE ,首先 解 它 的 渐 近 行为 。 为 了 方便 ,引入 新 
的 谱 参 数 x: 


х = е“ (6.2.1) 
此 时 YBE 可 写 为 
К G7, R (zy ROV = RO, R Cy) Roo 
(6. 2. 2) 
或 
RiCr) Raley) R46) = RaO) 六 (zy) Rala) 
(6. 2. 3) 
并 且 有 么 正 条 件 
(Rc) = R (z) (6. 2. 4) 
及 初始 条 件 _ 
Rz = 1) = RG = 0) = (6. 2. 5) 
渐 近 条 件 _ j 
b = S = lim R (u) = lim R Cx) (6. 2. 6) 


相应 地 6b = S 遵从 办 子 群 关系 : 
51953912 = 8,39 1923 (6.2. 7) 


(6. 2. 7) 式 的 解 称 为 辫子 群 表示 , 简 记 为 BGR ,以 后 没有 谱 参 数 依 
HERH S 就 表示 BGR 。 直 接 求 解 的 步骤 如 下 : 
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а) 对 给 定 的 某 种 对 称 性 ,例如 李 代数 结构 ,首先 求解 BGR 
(6. 2.7) 式 ,当中 加 上 某 些 物理 条 件 。 

b) 然后 设法 引进 谱 参 数 的 依赖 关系 , 即 由 BGR S Sibi Rex), 
BU YBE 的 解 。 

与 李 代数 相 联系 的 BGR S 是 很 大 的 一 类 。 由 于 S 不 依 于 谱 参 
数 ,其 矩阵 元 5% 只 依 于 初 态 的 分 立 指标 а, b 与 末 态 指标 c,d。 这 


些 指 标的 最 简单 的 例子 是 代表 自 旋 分 量 ,例如 十 |+), 
- | 一 | 。 相当 大 的 一 类 反应 中 初 ,未 态 自 旋 守恒 , 即 有 


5% = 0, Фа +b c+ d (6. 2. 8) 


推广 这 个 概念 , 自 旋 分 量 是 李 代 数 中 的 权 分 量 ,所 以 a, 6,… 一 般 
说 是 一 组 数字 ,它们 代表 了 权 的 各 个 分 量 ,这 样 ,如 果 反 应 前 后 权 
分 量 守 恒 , 那 么 必 有 (6. 2.8) 成 立 。 这 样 做 的 条 件 是 六 (z) 和 矩阵 当 
zco 渐 近 行 为 中 ,动力 变量 (动量 )z 与 内 部 李 代 数 结构 (例如 自 
旋 ) 可 完全 分 离 变量 时 ,a)、b) 步 又 才 得 以 进行 。 由 于 两 个 粒子 磁 
撞 , 每 个 全 同 粒子 各 自 是 某 单 李 代 数 的 表示 4, 碰 撞 意 味 着 A G 
A, 之 后 的 态 应 当 是 该 直 积 空间 再 作 分 解 , 设 为 M 个 子 空间 Е. Co 
一 1，2，… М); 


A@ A= >, ФЕ, (6.2. 9) 
与 每 个 子 空间 相 联 系 必定 存在 投影 算 符 Pa: | 
РР» = $, 
| M | (6. 2.10) 
>P, = 


因此 对 李 代 数 必 定 有 


| 
Аб) A= >,eP. (6. 2.11) 
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Ep e =+ 1, 视 己 .所 对 应 空间 是 对 称 还 是 反对 称 而 定 。(6. 2. 
9)— (6. 2. 11) 式 是 李 代数 表示 论 的 基本 关系 式 , 对 任何 经 典 单 李 
代数 都 成 立 。 现 在 S 占据 两 个 李 代 数 空间 ,与 经 典 李 代数 不 同 之 
处 在 于 S 满足 BGR ,在 求解 (6. 2.7) 式 时 ,人 允许 S 依赖 于 一 个 任意 
参数 g。 可 以 想象 ,此 时 如 果 用 经 典 李 代数 的 语言 描述 S ,必须 对 
(6. 2. 11) 式 作 修 改 , 使 P. 依赖 于 4q, 同 时 相应 的 本 征 值 & 也 要 换 
成 依赖 于 q 895. 
定理 (N. Yu. Reshetikhin'?), 


M ， 
5 = УАР.) (6. 2. 12) 
a= 1 


À,(q) = + д. “4 (6.2.13) 


E FP c, 为 表示 À 的 Casimir, cz, 为 子 空 间 表 示 E, 的 Casimir, € 
们 都 由 经 典 李 代数 决定 。 正 号 仍然 对 应 着 (6. 2. 11) 中 对 称 子 空 间 ， 
负 号 则 对 应 于 反对 称 子 空间 。 而 P.Cq) 仍 然 满 足 


Paq) Pela) = бв | | 

м (6. 2. 14) 
> P.G) = I 

а= 1] 


M q = 二 1 时 , 即 回 到 经 典 李 代数 情况 。 显然 这 种 将 经 典 李 代数 结果 
fE q 变形 得 到 BGR S 的 作法 , 隐 舍 着 保留 了 经 典 李 代数 的 基本 结 
构 :不 变 子 空间 个 数 得 以 保持 ,对 称 或 反对 称 结构 得 以 存在 等 等 ， 
仅仅 在 本 征 值 与 投影 算 符 方面 作 了 一 个 g 变形 ,并 且 在 9 = 1 时 
回 到 经 典 李 代数 结果 ,这 是 “不 彻底 ”的 变形 ,但 它 在 量子 群发 展 中 
起 了 很 大 作用 。(6. 2. 12) 式 意味 着 5 一定 可 以 写 为 许多 块 子 方 阵 
之 和 , 亦 即 为 对 角 块 结构 。 以 自 旋 1/2 的 6 MARAA XRT a, b, 
eo. —, S 的 矩阵 形式 在 满足 (6. 2.7) 式 时 可 表 为 : 
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(++ (十 一 ) (一 十 ) (一 一 ) 


(++)| Sit 0 0 0 

S 一 (十 一 )| 0 S+- -+ 0 

(一 十 )| 0 Stz S-t 0 

(——)[ o 0 0 S-- 
A, | 
= | (6. 2.15) 
А, 
记 为 

S = block фар (A;, А,, А) (6. 2.16) 


Ма +5 c+ а 的 元 素 皆 为 零 , 其 中 4, 为 x X n 矩阵。 最 简单 
的 办 法 是 将 (6. 2.15) 式 代入 (6. 2. 7) 式 直接 求解 代数 方程 ,发 现 必 
须 S+- = 0 或 者 S-+ 二 0(6.2.7) 式 才 会 满足 ,后 者 对 应 S$-1!, 故 可 
只 取 S+- —0. iP 305 —100 feto 1 ESOS 
称 ) 和 一 个 单 态 (反对 称 ), 因 而 在 4 个 本 征 值 中 ,3 个 相同 本 征 值 
对 应 三 重 态 ,而 第 四 个 本 征 值 对 应 单 态 , 它 们 很 容易 从 (6. 2.13026 
计算 出 来 ; x 


从 而 立即 可 以 断定 A = A, = qU, 而 中 心 块 A, SPE ЖЕН А, 
5 à HF Si = 0, BNE 


А, — АІ = 


— À x 
= 0 
y z—àÀ 


已 知 4 的 两 个 根 УА, RE = 99 I yq 'q V, z = 
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q 1⁄2 (q __ "RP Вр 


q 
San 1/2) — q 1⁄2 И И a 
7 (q —q ) 
q 
为 简单 可 取 ? = 1, 公共 因子 不 起 作用 , 故 可 取 
q 
SO? 1/2) — 0 1 
l 9—9 
q 
q`! 
[S> v5]-1 = — (4—9) 1 
1 0 
а^! 
(6.2.17) 
显然 ,作为 矩阵 ,有 
(80 172) __ À, ) 3( 60/2. 1/2) __ А) — (6. 2, 18) 
可 以 证 明 ye fe3E 3 Е е! 
q 
gan, 1/25 — | 1 4 (6. 2. 19) 
9 —q 
— 47! 
它 对 应 的 直 积 分 解 为 : 
+= +S +$ (6. 2. 20) 


304 第 六 章 ҮВЕ 的 三 角 解 
( S2 2) __ À, ) di 59/2, 1/2 __ А) 2 __ 0 (6.2. 21) 


以 后 所 有 BGR 都 是 (6. 2. 17) 式 与 (6. 2. 19) 式 这 两 种 类 型 S 解 的 
推广 。 事 实 上 (6. 2. 17) 式 属于 标准 解 , 它 与 q 不 等 于 单位 根 相 联 
系 , (6. 2.19) 式 属于 非 标准 解 。 在 (6. 2. 19) 式 中 出 现 了 97, Е 
可 视 为 超 对 称 的 推广 ,也 可 视 为 史 王 1 中 w 取 一 1。 从 非 标准 解 角 
度 可 以 有 发 展 并 进而 建立 量子 代数 结构 "局 ,从 超 对 称 角 度 亦 可 进 
ЖУО, 当然, 更 复杂 的 情况 并 不 是 超 对 称 , 甚 至 也 不 仅 限 于 
q 为 单位 根 ,以 后 会 作 一 些 讨论 .在 结束 这 个 演示 性 例子 之 前 ,要 强 
W: (6. 2. 15) 式 中 指标 规则 是 由 李 代 数 的 权 分 量 守恒 规定 的 ,这 种 守 
恒 限 制 事先 减少 了 BGR S 的 元 素 的 个 数 , 大 大 简化 了 求解 的 过 程 ， 
详细 讨论 参阅 文献 [13，14] 。(6. 2. 15) 式 也 可 以 用 矩阵 EE 表示 


(Ea) — 0,05, (6. 2. 22) 

90/2. Um = 9 > E. Q E. + > E. Q Ep + wW S Eu Q Е вв 
а ау В а< В 

(ш = 4 — q `!) (6. 2. 23) 


H XE BE ACER AX (A C9 DB). и 一 А,В, 可 知 


А b __ 
661/2 1/2)ab — a | + 人 NS， 


a=b=c=d 


+ TEM (6. 2. 24) 
azb 


а< 


其 中 4a, b, = =+, 一， 上 式 可 用 图 6. 2 表示 出 来 。 


a / a b a = b | а b 
592032) = X — q ) — | . + X " ` j < | | 
с d c d c d c d 
6. 2 


图 6. 2 表明 ,在 关心 散射 $ 矩阵 的 渐 近 行为 时 , 目 旋 守恒 关系 用 同 
一 矢 号 表示 ,其 分 量 必须 相同 。 用 这 种 图 示 方 法 计算 一 些 BGR 还 
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是 比较 方便 的 , 它 最 早 由 Kauffman 5| xt, 
上 述 例子 可 以 推广 到 更 一 般 的 情 


况 。 观 察 图 6. 2, 它 是 不 全 面 的 ,因为 ` f 
它 只 包含 散射 图 形 IR MK o= М 

保证 碰撞 前 后 总 的 权 分 量 守恒 条 件 ⁄ `. 
下 ,还 应 当 有 一 种 图 形 (图 6. 3)09 , 它 


表示 两 个 具有 入 射 内 部 指标 a 与 一 a 
可 以 漂 没 成 出 射 指标 c 与 一 <。 事实 上 图 6. 2 代表 A, 代数 基本 表 
示 相 应 的 BGR ,而 加 上 图 6.3 则 包括 了 B. С, 与 D, 基本 表示 相 
应 的 BGR S 的 解 。 最 直接 的 办 法 就 是 图 6.2 加 图 6. 3, 代 入 辫子 
关系 (6. 2.7) 式 中 ,求解 即 是 把 图 相 联 结 并 确定 相应 图 形 前 面 的 系 
数 ,它们 都 以 g 表达 。 由 于 计算 比较 繁琐 ,因此 ,只 简要 给 出 一 系列 
结果 ,对 它们 以 (6. 2. 24) 式 的 形式 进行 计算 ,效果 与 图 形 是 等 价 
的 。 具 体 图 形 对 应 可 参阅 文献 [13,16j。 

(2) 与 A, 基本 表示 相 联 系 的 BGR 

ЖЕ] S 的 矩阵 元 可 表示 为 


S2 一 U ,Sa + W daca | pP + PEP dds xb (6. 2. 25) 
其 中 


(一 1 (一 1 
а, b, == — E | 2 EST 9 
N — 1 № — 1 
2 1, 2 (6. 2. 26) 
N =n+1 


而 待定 参数 U。， W$ Б ОРЕ? 则 由 辫子 关系 确定 ，Sws = 1, 
а = b = c = d; ба = 0, 当 任 意 两 个 指标 不 同 。 由 于 基本 表示 的 
权 向 量 特别 简单 ,所 以 指标 可 以 用 简单 的 数字 序列 (6. 2. 26) 4 
示 。 将 (6. 2. 25) 式 代入 (6. 2. 7) 式 得 到 下 面 的 充分 解 0"' 25] ， 
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Ил» = шо (P/#:002 = р? 
(6. 2.27) 
(72 = quu + p (а, b = 1, 2, ee N; = q — q!) 
其 中 q, 的 选择 有 两 种 可 能 性 ,导致 两 种 类 型 解 : 
a) g,—q x =q— q` fp’ | (6. 2. 28) 
b) 2 (Ngi) 一 ,其 余 的 ge 一 4 或 一 9 p.w-—q-q p 
2 
(6. 2. 29) 


EF q, p 为 任意 参数 。a) 形 式 解 其 形式 非常 简单 ,是 SL 2 0181 
的 推广 , 即 标准 解 。 
D TUER ОЙ p = 1): 
S(A,) = block diag (A,, Az, ++, А) (6.2.30) 


其 中 4, 为 & X b 3E EE, Н 


| Q 
0 1 
А,=9, = | | A,|0 q 0 
1 wj: | 
1 0 w 
] o 1 
A 017 A l A 
m $ т — q 0 * * -一 上 
2 ЕТ 2m+1 ] ўз +1 
1 w l w 


(6.2. 31) 


上 面 未 列 出 的 元 素 为 零 ,t =q, A = Ax, =, шю = q — 97. 

2) 非 标准 解 : | 

(6. 2. 31) 3k "Pj e Rf q 或 一 g !, 因 此 Aw = AL 5 A, 可 以 
不 对 称 。 | 

无 论 是 1) 或 2), 和 矩阵 S 的 分 立 本 征 值 均 为 : 


à = qs А = — 9! (6. 2. 32) 


$6.2 WT EEBPE XS (OGEOBIBIT 


ИП (S—q) (S +9) = 0 
(3) B,, C, 与 D. 基本 表示 决定 的 BGR 
此 时 S 的 分 量 形式 为 7] 


bol b (a, b) 
2 uuu 十 W E Oac Osa P T ps ad Oe p 
+ q^?9, .,90, а la e 


其 中 对 B,: N = 2n + 1;% C, 59 D; № = 2п, H 


a, be d-|— [Mu — kima ... 
ES 
求 满足 以 下 对 称 性 的 解 
T АЛЕ: S2 = 5% 
BUE IB: a+b=c+d 


(6.2. 37) 式 导致 
pas — ры? q^? 一 - q^? 


(a, c) — „ía, 0) 
=q 


o (a, +a) 一 0 
H 279 


q a< = q 
lal 
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(6. 2. 33) 


(6. 2. 34) 


* 


(6. 2. 35) 


(6. 2. 36) 


(6. 2. 37) 


将 以 上 的 Ss 形式 代入 (6. 2.7) 式 ,经 过 相当 的 计算 ,得 到 以 下 形式 


的 解 : 
D B, 标准 解 : N = 2n + 1 


а, 5, с,а = [— п, – п +1, e — 1, 0, 1, ,2—1,n] 


5(В,) „ж = block diag [9.,, 62,415 55 0-1, бу, 015 71$ б„-\, 


с. 


(6. 2. 38) 


б. = Ons Onyi = б„ s t" 与 А, 的 (6. 2. 31) 式 中 标准 解 形式 


相同 ,ce 中心 块 ) 由 下 式 给 出 : 


ZR 
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(6€ 2 9) 


一 Tm. 


(ра 


r+ Ва 7 


... , bm — 

... ук bm — 

... , 5m — 
b 


e/T-— 


= Cg» 
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易 知 由 o; Q Z 0) 决定 的 本 值 与 A, 情况 相同 , 即 仍 为 和 = q, 
А =— q 另外 独立 的 本 征 值 由 o, 决定 ,可 用 以 下 方法 计算 . 
由 于 oo 是 nn X n BEES 5 


6, = oi? , oP (à) = of? — А = АА + B 


B =— q [ap ? (4) | 


—wuq | III ÀA—w(1—93 n+l D 


由 于 求 本 征 值 只 需要 行列 式 , 故 可 以 对 矩阵 作 变 换 , 经 过 计算 ,得 
到 | 

[Гао (A) ] — (Ao — q ole A) | 一 Ат [02 СА) | 
其 中 


r =— Aig (qa — 47 — 444a — gq 0 — wa) 
p—À—w,--2q 9-1 + q (А — wa) — (q — q 20А! 
ш, = ш(1 — 97"), q, =— vq 3 ,w-—g-—q' 
2 
t =g (A +q ' 1 (A — 9)?А?, 
Ap — q = (1 +q )(A— 9) (A +q D 
代入 Lo$? CO ] 后 , 得 到 : 
[o A) ]2 (А— qY'XA- а7)"(А— q 2) (6.2.40) 


故 有 标准 解 的 本 征 方程 
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5 (Brn = SE 

(SE — 92056 + 4) 58 —q 7)—0 (6. 2. 41) 
B., C, 5 D, 基本 表示 相应 的 BGR 及 YBE 的 解 首先 是 由 Jimbo 
所 开创 的 I。 它们 有 三 个 本 征 值 是 必然 的 ,因为 由 (6. 2.41) 式 ， 
M = 3, 其 本 征 值 与 (6. 2. 13) 式 决定 的 相对 关系 相符 ( 需 将 BGR 
再 标 度 )。 

2) 解 的 一 般 形 式 ， 


上 面 讨论 B, 情况 ,用 具体 矩阵 形式 ,只 是 为 了 使 形式 更 明显 。 
实际 上 无 论 标 准 解 或 非 标 准 解 都 可 以 用 很 紧缩 的 形式 表 出 "* 191, 


Án: | 
S = >, CE, Ф) E;;) + > (E; Q E;) 
i ie j 
十 S) CE, Q Ej) (6. 2. 42) 
i>j , 
B, C, 和 D, :( 用 G 表示 ) 


G = >u, (Е, G) E) + У! (E; 的 E; 
Н !3É y, —J 
+ ^u OG, 4,0) E ,D + w УМЕ, Q Ej) 
і ©] 


— w X rr E-O E) (6. 2. 43) 
¿<j | 


и; — ui = v; агі = w =q — q CED v; = u; в — иг!) 
| (6. 2. 44) 


u; = ш (对 B,, uo = 1) 


EN А " =. ———— « 
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k 
(一 D'u^ [[w. £zo % B, 
1==0 


k 
r(Ë) = 4iujA" ul П Uy k>0 XC, (6. 2. 45) 


j= 1/2 


uip ug П. р> 0 XD, 
3= 1/2 
Hr» = (rC k), k < 0, Я{ B, С, 5 D, 
E <6. 2. 44) Il v; aE 由 选择 为 9 或 一 g `. 当 所 有 ©; +j и; 均 
选择 为 g 时 即 为 标准 解 ,而 其 中 有 一 个 为 一 9 一 时 则 为 非 标 准 解 ,这 个 
—q :将 出 现在 中 心 。 对 B. C, 5 D, 情况 ,其 本 征 值 方程 为 *” 


(G —q)XG + q (GG — А) = 0 (6. 2.46) 
其 中 | 
IIo. B, 
RID 
À, = < — Un Il«^ c. (6. 2. 47) 


> 0 


—2 
i? IET , D, 
&>0 


由 于 现在 对 非 标准 解 w 可 任意 选取 为 9 —q- 1 08 С„, Dno и К 
数 为 偶数 。 当 本 征 值 一 半 为 9, 而 另 一 半 为 一 o :时 , 则 可 以 晓 化 
为 gq 或 一 gq !, 亦 即 (6. 2.46) 式 晓 化 为 两 个 分 立 本 征 值 ,这 种 情况 
在 标准 解 中 绝 不 可 能 发 生 的 ,而 且 与 超 对 称 也 没有 什么 关系 。 这 时 
本 征 值 规则 (6. 2. 12) 式 与 (6. 2. 13) 式 中 一 个 子 空 间 出 现 重 数 ,但 
这 个 重 数 并 不 是 李 代 数 中 的 重 数 (从 李 代数 角度 看 独立 本 征 值 个 
数 仍 为 3), 它 反映 了 非 标准 解 对 应 的 权 空 间 的 复杂 性 。 有 关 一 些 
非 标准 解 的 具体 形式 可 参阅 文献 L20] 。 

(4) 非 基 本 表示 的 权 守 恒 , 自 旋 模 型 非 标准 解 

上 述 基 本 表示 的 权 守 恒 用 一 组 数 表 示 ( 例 如 对 В, 用 (6. 2. 38) 式 
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时 相当 简单 ) 为 了 说 明 权 分 量 守 恒 在 确定 其 矩阵 指标 编号 中 的 作用 ， 
现在 举 几 个 不 是 基本 表示 的 例子 ,目的 是 了 解 权 守恒 如 何 具体 实现 。 
1) SU(5) 的 10 кн ар 10 АКИ, Е 


们 可 用 5 维 欧 氏 空间 坐标 给 T 

W. = +G, 3, — 2, — 2, — 2) 

Үүт 1 

W: = 5 Gr , — 2, 3, — 2, — 2) 

W: = -—(3, — 2, — 2, 3, — 2) 

чт 1 

W, = loca, 3, 3, —2, — 2) 

W. — IG. 一 2, m 2, m 2， 3) 

(6. 2. 48) 

W. = 10—2,3, — 2,3, — 2) 

= _ 1 

W, = =. — 2, — 2, 3, 3, — 2) 

= 1 

Ws= --(—2,3, — 2, —2, 3) 

W, = 0—2, — 2,3, —2,3) 

= _ 1 à 

Wi = = 2» — 2, — 2, 3, 3) 
它们 有 以 下 关系 : 


W, + W, = W, + W, = W, + W, 

W, + W, = W, + W; = W, + W, 

W, Wo =W, +W, =W; +W, (6.2.49) 
W, + Wi, = W, + W, = W, + W, 

W, + W, = W, + W, = W; + W, ` 


TTT ——— Im s,avIR-F-r — —— | 
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这 时 ВСК S 作为 一 个 矩阵 为 10: X 10 维 。 这 个 矩阵 的 标号 应 当 
用 满足 权 守 恒 来 标号 。 现 在 必须 引入 一 组 标号 (a, 5,…) 来 标记 
S ,使 得 < + b — c+ d, 用 一 串 数 来 反映 (6. 2.48) 式 所 示 的 权 守 
恒 关 系 如 下 : 


态 ( 以 权 标志 ) W W, W, W, W, W, W, 
Some 1 9 3 3 1 1 33 
2 2 2 2 2 2 2 
态 (以 权 标志 ) W, W, W, 
ЕСЕ Йй 09 — 7 U 
2 2 2 (6. 2. 50) 


HE CSDL ЕРЕЖЕ ЖЖ АЛИЙ, RERNA 53 — e. 
它们 反映 了 这 个 具体 表示 的 权 的 特点 。BGR 此 时 可 分 解 为 
5 = ФА, 
KB 为 (6.2. 49D ЛИВ. А, FRE k ВУ 2E IRIS A, 
3 11 7 7 11 3 
作用 于 | 3 – 2) [^ -i БЕ - i| 等 等 。 在 
A (39 rp axe PB Е A, А, AD X3 GX HL A, 不 是 本 征 值 ,而 


是 群 论 书 上 常用 以 标志 维 数 的 量 , 见 文献 [54j) 。 现 在 有 ( 按 A. А, 
Аз 次 序 排列 ) 


A eu» А: (1, 0, OD, A ,: (3, 3, 0) 

Ao A. A.:G1,1,0), А.з, А,;(4, 3, 0) 

A,:(2, 1, 0), A.,:(2, 3, 1) (6. 2. 51a) 
A, А5: (2, 2, 0), А», А,: (63, 4, 1) 

Ars:(3, 2, 0), A.,:(4, 4, 1) 


由 于 
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1069 5 = 50s + 454 + 5s 
存在 三 个 子 空间 。 要 强调 的 是 , (6.248) 1 (6. 2. 49) 式 更 严 


一 些 . 例 如 在 指标 中 | 立 , 一 了 | 与 | 去 ,一 去 | 是 允许 的 ,但 
W, + W, = W; + W, 等 等 ,因此 考虑 到 (6. 2. 48) 式 后 ,更 多 一 些 
抢 阵 元 为 零 。 凡 是 不 满足 权 守 恒 的 元 素 取 为 零 , 可 以 得 到 以 下 形 
式 , 注意 未 标 出 的 元 素 为 零 ; 而 * 记号 代表 该 元 素 存在 ， 并 不 表 
示 相 等 。 


2 
9 1 
А (zz) | 
s= 45 5 
(5.3) | 
1 9 
(Z. =) x * 
1 11 
(77.3) ^" | 
+ 
* * 
o 
* = * 
Å= ° 
* * + + 
° ° 
+ * а + x 
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另外 的 8 ЖРА, 5А, 可 以 由 4-, 去 掉 其 中 心 的 行 与 列 得 到 
直接 计算 便 给 出 : 
Š = block diag (Ais А; ..., A,, А,» А_,, A5, °... А 


t 


ч 


A, = 1 0 (6. 2. 51Ь) 
t 0 w 
t w 
É 
ё tw 
i 
t tw —tw 
A= 1 
t? 0 tw —t'w 
i w 
t tw tw w tw 
£ tw —thw — ш и) zw 
(6. 2. 52) 


A, = Az, Ау, 3 (6. 2. 52) "5% 3. 5. 7 行 与 列 元 素 ,其 他 矩阵 
3606. 2. 51) 式 类 型 。 由 (6. 2. 52) 式 直接 计算 ,可 得 本 征 值 ,它们 
与 (6. 2. 13) 式 相符 


À, = q $^, À, = — 4*°, À, -一 gs 
在 上 述 解 中 
À = 1,21 =—#, À = t (6. 2.53) 
去 掉 不 重要 公共 因子 后 ,有 上 = д. 
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从 这 个 例子 看 到 BGR 的 一 系列 对 角 块 形式 中 事先 可 以 按 权 
守恒 要 求 去 掉 若 干 元 素 , 剩 下 的 事 就 是 代入 辫子 群 关 系 进行 代数 
运算 。 对 标准 解 ,从 量子 代数 出 发 ,可 以 直接 计算 S ,而 且 有 不 少 一 
般 表达 式 可 以 使 用 ,它们 对 任意 表示 都 是 对 的 ”。 但 对 非 标准 解 ， 
则 没有 一 般 的 表达 式 , 有 的 是 中 心 扩展 ,有 的 是 q 为 单 根 并 含有 中 
心 扩张 参数 ,有 时 仍 需 作 直接 计算 。 从 逻辑 上 说 ,应 当先 有 ROS 
阵 , 再 从 了 矩阵 决定 代数 与 相应 物理 实现 ,因为 物理 包 舍 在 了 起 
阵 中 。 也 就 是 说 ,量子 代数 的 目的 并 不 在 于 计算 R 矩阵 ,这 就 是 强 
调 直接 解 R 的 原因 之 一 。 

2) 自 旋 1 的 非 标准 解 ” ID emt Saa. b, с, d — [— 1, 0, 
1] 相应 图 形 为 


cxd 
с 4 а а а b b a 
ID = t ) | + 10 )-Í + P > 194 
а b 4 b 4 b a < b 
(6. 2. 54) 


上 面 标 出 了 S% 中 不 为 零 元 素 。 对 自 旋 为 1 的 特殊 情况 如 图 6. 4 
所 示 。 | 


0 0 —1 1 
v f N f 
、/ 、/ 
= V + X 
/N / ` 
/ N N 
/ N / \ 
—1 1 0 0 
6.4 


其 中 4, w, p 与 v' 为 待定 参数 ,经 过 代入 因子 关系 ,计算 给 出 标准 
fg 23] ( t = q? ): 
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© t 
t 1—2 f 
0 0 z2 
Sge 一 0 t 11/2(1 — t?) 
SODC(]1—U) (1—0001-—1» 
0 і 
t 1—22 
1 
(6. 2. 55) 


它 正 是 Drinfeld 给 出 的 一 般 公 式 中 自 旋 为 1 Bj 89 881221, 06 h 
Wadati 等 加 以 讨论 2 。 另 外 还 有 非 标准 解 扩 241, 


0 t 
г 1—2 
0 0 t 
Sage = 0 wt? іш2 
б 1012 Z° 
0 e? 
wf — PC — wt?) 
tot* 
(6. 2. 56) 
其 中 w = e? 


Z° = ‹(1—%®(1 — wr) 
Gage 一 1) 5 вж + CO Sum 一 et^) = 0 


与 标准 解 相 比较 ,以 后 会 看 到 о 处 于 单位 根 为 9 的 地 位 ,而 上 是 允 
许 的 任意 连续 参数 .此 外 ,与 (6.2. 19) 式 相 比 ,那里 内 = 1, 现 在 是 
a? = 1, 这 也 表明 ,在 自 旋 模型 中 ,这 种 非 标 准 解 本 质 是 q 为 单位 
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根 (w) 的 量子 代数 表示 论 结果 区 ' 二 ,并 不 是 超 对 称 的 形式 ( 除 (6. 
2. 19) 式 外 ), 以 后 还 会 回 到 这 个 问题 。 在 (6. 2. 56) 49,5% = 1, 
Sage = block diag (Si, S,, S,, S,, SO, Ж S, = 1, S, = 
1 


e 


, H +f GO = І, Ж Sag = Р, 


(P): = I, 它 表 明 自 旋 为 1 的 全 同 粒 子 的 置换 为 五, 这 种 YB 系统 
允许 的 奇异 统计 行为 也 是 引起 对 非 标准 解 讨论 的 物理 原因 之 一 。 

本 节 中 虽然 只 举 出 例子 说 明 , 但 是 从 这 里 可 以 看 出 解 BGR 
的 直接 方法 。 许 多 例子 的 计算 可 参见 文献 L25 一 27]。 


$6.3 带 颜 色 的 解 


除了 谱 参 数 zx 之 外 , 半 (z) 抢 阵 尚 可 依赖 于 其 他 参数 ,并 且 这 
些 参数 不 一 定 可 加 。 当 x = e — оо 时 , 相应 的 BGR 关系 可 推广 
XU 28], 


S, OA, и), (А, и)5,, (и, y) = S. (g, Si (А, vy) CA, и) 
(6. 3.1) 


Epa, jy, ”可 以 代表 颜色 ,不同 空间 的 自 旋 等 等 ,不 要 同 谱 参 数 
相 混淆 。 满 足 (6. 3. 1) 式 最 简单 的 解 是 ce 


q 
0 2X(A) 
T XUD wgOCOOogQ0 
qX(A)X( 2 1 
(6. 3. 2) 


Sg (А, и) = 


ouh- =O EFT Pp "Ee 
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0 X (А) 
SpA, д) = _ Ы 
7 Ү(и) 1 (А, /O 

— q 1X(A)Y (0) 


(6.3.3) 


Жр XQ), YMS g (2) 为 依赖 于 颜色 的 参数 。 有 兴趣 的 是 非 标 
准 解 。w(24) 满 足 关系 


w (À, t0 w (и, v) = (q — q '!XCGOY GO) wA, v) 
| (6.3. 4) 
引入 
w (А, 4) = ҮСӘ (А, p) 


qY(QD S= t, 9 Хи) = S, 
tj C6. 3.4) 变 为 


w (À, gown, v) = Сг, 一 S ,29w(A, y) (6. 3. 5) 


将 Sg (A, ГЭЕ 391 Y CAF., UEH 


t, 
S.L (A, 1) ° 794, (6. 3. 6) 
eum T? (А, и) А 


— S, 


这 就 是 带 颜色 的 自 旋 1⁄2 的 BGR 非 标准 解 ,其 中 wG, 108 E 
(6. 3.5) 式 。 与 $6.2 类 似 , 这 种 解 可 以 推广 为 4 Bas C, 与 D. Æ 
本 表示 相应 的 带 颜 色 的 非 标准 解 ,参见 文献 L29J. 

(6. 3. 5) 式 允许 一 个 特殊 解 : 


(А, н) = ti t, — SD (6.3.7) 
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此 时 如 果 4 = 颜色 1, py = 颜色 2, 则 (6. 3. 6) 式 的 特殊 解 当 7 = 1 


时 为 : 


0 t, S, 
5 (сү, с) = (6.3.8) 
1 £t; | (t, m S) 


— S, 


L Ë H OCRI28 128 tH , (8 49 — Be H1 EL , X Fh2S Р] S be — Рт Ж 
型 的 拓扑 不 变 多 项 式 , 由 于 涉及 篇 幅 太 长 ,本 书 不 拟 讨 论 , 可 参阅 
X (30, 31]. 24 7, — 45, =q, Sı = 5, =q ', 即 没有 颜色 区 别 时 
(c; 一 cz)，(6.3.8) 式 回 到 (6. 2. 19) 式 。 这 种 “染色 ”方案 可 以 推广 ， 
例如 将 B., D.. С, 的 基本 表示 相应 的 BGR 染色 , 则 有 


$C, D 一 u. CA, и) | „рса + pE СА, 0). 8, |a 
+ шб D СА, £09, 8, | a<, 


+ 4“ S (A, òa, eð., al 7 (6. 3. 9) 


+e 
lal |, eo 
lel lal. > 0 


Ж нна, b, c, d 编号 仍 为 
[- N10, [N 


2 2 
Ў B.: N = 2n + 1,3%} C, 5 DN = 2n, 将 上 式 代 入 (6.3.1) 式 ， 
BAT DUO SIRE uA, м), PEPA, м), ww" PC, р) 与 
q^ (À, 10 Bri iE 6) ЕРКЕ Ж. H РКА, ЖЕО, н] 
参见 文献 [ 30]。 为 了 便于 具体 了 解 这 些 解 的 特点 ,可 举 一 个 与 D, 
(Вр SO(4)) 基 本 表示 相 联 系 的 染色 BGR 的 例子 。 在 经 典 李 代数 
H SO) —SU (2069SU (2) „ fE q 变形 后 ,是 否 存在 使 相应 的 BGR 
不 再 能 分 解 为 两 个 低 维 的 BGR 的 直 积 这 种 非 平 凡 解 呢 ? 答案 是 
肯定 的 。 现 沿用 文献 L[31] 的 方法 讨论 这 一 问题 。 由 文献 [26] 相 应 


| 二 1 


2 
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的 无 色 BGR 为 
Sp, = block diag (А,, Az, Az, A,, Аз, Az, AD 


(w = 9 — 4!) 


其 中 
0 0 1 
0 1 
А, = q, А, = , А, = 0 — 4 0 
1 w 
1 0 w 
q 
—q —iw 
A, = | (6. 3. 10) 
— g 0 一 110 
q! —iw —iw zw 


相应 地 ,可 计算 它 的 染色 解 ” 


S p, (À, у, = block diag (A:, A5, As, As, As, AS, А“) 


(6. 3. 11) 
其 中 А: = д, А: = qX, (АХ. (АҮ, GOY. (и) 
0 X, QA) 
(У (и) А, QB, GO 
a= | 0 X, AY- VY_Cp) 
X. (АУ Си) Сл) А'(АВ' (џи) 
0 0 X (и) 
A=| 0 —q' X. (АҮ, (и) 0 
Y (џи) 0 A. Q)B_ GO 
0 0 X, QX (AY, GO 
As 一 0 —qX. AY _ (џи) 0 


XAY, GOY - G0 0 A! .CA)B! , (и) 
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@—1Х— (A)X— (н) 
— aX. QUY, б) іХ WYT UJA (OB GO 
— qX 4. (AY — (GO 0 iX — OY 3l UDA- (WB'— GO 


q-iY + GDY — Go РА M 3⁄2 3/2) (д, н) 


L = iY, (ОХ. (ТА (АВ, (и) 
M = iX, (АТУ, (WA AB- Си) 


z C 3/27 3⁄2) (À, p) — X. «ЭУ. GOB. Ct 
. (X. DTX, (ЮҮ ЧО АУ WA, A) 
+X- (ТА (AA Q)) 


并 在 以 下 条 件 之 一 ,上 述 Sp,(4, 0 E E We ELI] (6. 3. DA: 

а) X. = Y;', A,COB,(O) = AMABA) = ш = q — q `, 
а= +. 

Ь) 4 = 1, а = + 


X, WY, (А) = X- QY (А) = 1 
А! (АВ! (А) = X. (АҮ; OO (qX. (ХҮ, 00 — 9) 
A CDB. A) = (q —q 'X., WY- A} 


显然 ,情况 a) 是 (6. 3. 10 IE GLEET I ЫҢ A= иН Х = Y 
= 1, A4 —— А+, Ву =— В+ (6. 3. 11) K I] (6.3. 10) 式 。 人 情 
况 5) Ж РЇ УК RE ВВ EE E NE E 
9 = 1, 即 为 单位 根 。 这 种 颜色 与 参数 q 间 的 限制 关系 ,以 前 是 没 
有 遇 到 的 。 在 SU(2) 例 子 中 ( 自 旋 1/2) ,颜色 自由 度 与 q 是 各 自 独 
立 的 ,但 在 D, 的 非 平凡 BGR 中 出 现 了 b)。 这 个 例子 告诉 我 们 如 
果 求 解 染色 的 辫子 关系 ,而 像 刚才 这 例子 是 难以 用 通常 量子 代数 
得 到 的 。 


— - . Hs шө e oci — — a nemi a e. 


МАЈ Мм 


U+ ti 
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$ 6.4 不 同日 旋 空 间 的 BGR 


在 上 节 中 将 A, u 理解 为 颜色 自由 度 ,但 (6. 3. 1) 式 中 参数 4， 

и 可 以 作 各 种 理解 ,例如 理解 为 相应 自 旋 空间 中 不 同 的 权 , 这 时 
À= р, иј, hS јо АЈ 50 (2) 的 权 ,(6.2.7) 式 写 为 : 

SSR SR = SR S S 6. 4. 1) 


现在 考虑 其 中 一 个 权 为 ( 即 自 旋 )j, 而 另外 两 个 空间 自 旋 为 1/2， 
则 (6. 4. 1) 式 可 简化 为 以 下 三 组 关子 关系 : 


1 . 
515517 = SESS 
5115281 = 5050511 _ (6. 4. 2) 
1. 11 . 
50501511 = 515775} 
其 中 
Shi = lim R(z) 
假定 CP 不 变性 成 立 , 即 
.1 Vale/2) 1.3 —50/2)—aCp 
(57) sap = (SY) ac aym (6. 4. 3) 


上 面 a()) 是 权 为 ;指标 a, 而 6 r +, 对 应 7 = 1/2 的 不 同 取 
向 , 易 证 (6.4. 2) 式 中 只 有 两 个 是 独立 的 ， 
5181811 = 511515 


12 ` 23 


debo лене, (6. 4. 4) 
S? 522573 = 5,7552 SA 


12 " 23 
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它们 的 物理 意义 非常 明显 :代表 两 种 自 旋 格 点 或 相应 Y BE ,如 图 
6.5 与 图 6. 6 所 示 。 


vl, vll v v vll vl, 
REÀG)Ri Gy Ку (у) = К Су) Ку? (ту) R; Сх) 


(6. 4. 5) 


HE STIEE 8 六 早已 有 标准 解 (6. 2.17) 式 , 权 守 恒 为 
абз +b| +] = |на) (6. 4. 6) 


相应 地 S33 与 SUE TOES. 


aci do 


e Tug = ql,-,—.-4 + 920 p + 0005, P 


21) 
522) 


y'a ) . 1 5C) 
i — (GC). 5650) CD) 5 4 7 
eG Laco Р дард, 1, (6. ) 
(aC, at ) а? 5C) 
+q MUS W020 _ ed 


7) 


$6.4 不 同 自 旋 空 间 的 BGR 325 


其 中 w=q— q ， 而 其 他 参数 将 由 (6. 4. DARE. HAKH, 


(6. 4. 4) ÈH (6. 4. DELL fee 577 ИЕ ECOL 4. 0. (6.2. 
17) 式 代入 (6. 4. 4) 048 i| 82 


асу), —172) __ (aC). 1/2) __ (aC) —1, 1⁄2) 
q —0 p = qp 


(aG), —1/2) 1, (4G) —1. —-1/2 
P =q p 


C-aCD, 1/2)  (a(j) 1, 1/2) Cali), 1/2 „Calil, 1/2) 
q q | | Ч q ү. 
a(j)2>— j alj 


= q w( p^ 1/2) 50—800, — 1/2) .. pov 1/2) р. Mn) 


(6. 4. 8) 
不 失 一 般 性 ,可 取 
p^? =q, рс” 1 = Q 
其 中 4g 与 @ 为 任意 参数 , 遂 得 到 一 般 解 : 
poo P д") рад, -b- q OQ Ф -P = 0 


g C07 PeP > 二 q "Qw'[j — aG) Lj + aC) + 1], 
(aC Æ j) 
w-—q-—q' 
(6. 4. 9) 


其 中 [n], = (а“— q ")/\ч— q 1) 
Еф qg OEP ард ,六 决定 ,因此 一 般 情况 下 当 7 了 一 1,， 2, 


PEF (7 十 2) 个 自由 参数 , 当 7 5, 9, … 时 将 有 (7 + 3/2) 
个 自由 参数 。 当 取 
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(—а()—1, =- (alj), > 
q 


Q =q, q 


时 , C6. 4. 9) 式 化 为 标准 解 ， 


a(j)+1—J 


` 


у. — 1, у. 1 
gat. 2? = 0, poU" 2) — q 
peo -D. q «113 


q^? = q^ iw(ij aG d + aG) + 1112 
(6. 4. 10) 


ES Kirilov 等 的 结果 是 一 致 的 2 ,SERER 2E КАЕН g7. 
(6. 4. 10) 式 可 化 为 Drinfeld 给 出 的 标准 结果 


q)" — "1 
F 1 
m myt mm 


^" |! a] ! [j—mi 11 [J +m, ],! 


[+—"]|! E +т |! 0+»), [j—m,Ja 1 


(6.4.11) 


HP m = alj). j= 1 ВЕЕ SN. 


1 
S? = (6. 4.12) 


Q 


F/#J 


hitzik 
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q 
0 Q 
s= l9 ` (6. 4. 13) 
4: qQ 
q О 
© 
其 中 q: = — qq (6. 4. 14) 


Q 与 @ 均 为 任意 参数 。 注 意 j = 1 时 (6. 4.13) 式 有 4 个 分 立 本 征 
值 ,而 标准 解 只 有 三 个 。 可 验证 C6. 4. 12) 式 是 (6. 5.11) ; = 109 
情况 ,而 非 标准 解 则 属 另 外 解 系 并 且 不 能 由 聚合 (Fusion) 方 法 
得 到 , 


$6.5 ZN 对 称 解 


上 面 所 有 的 ВСК 都 满足 权 和 守恒 , 即 S2 中 必 有 a +b = c+ d, 
不 满足 这 个 条 件 的 元 素 为 零 . 这 个 条 件 可 以 放宽 ,最 容易 想到 的 是 


$42—0 除非 4 十 56==c 十 d 十 NN (6.5.1) 
ӨМ = 9 (6. 5. 2) 
但 5% = S2 {Л ВАУ. SET ТИЕ р БЕ 5540 = Sa 
等 , 这 种 模型 组 成 Zw 模型 。 
(1) Z, 对 称 的 BGR 


这 时 无 谱 参 数 的 BGR 表 为 
00 01 10 11 
00 / то, иљ 
Sz, — 01 W; и» (6.5. 3) 
10 иљ UU | 


1 1 Tg f QU 
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将 (6. 5. 3) 式 代入 (6. 2.7) 式 ,得 到 5 


Rh cS IER SC Sz, ПЯ ER EAP >t. ЕТА 3-387 
TAMER. (C6. 5.4) 式 看 起 来 与 洛 伦 效 变换 非常 相像 。 
(2) Z, 对 称 的 ВСЕ 


Sz = 


(6.5. 5) 


其 中 wG = 0,1. 2 为 任意 参数 ,其 本 征 值 方程 为 ; 


j>i=0 i= in 


2 2 2 2 2 3 
[ 2D wi+al > w;w;— > wi) + 210—3 H. = 0 


(6. 5. 6) 
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(3) Z, 对 称 
©) wj чу wy 
©з wo wi; wz 
Wo wi то; 103 
мо wj ч) w3 
Ш] "3 Wa tg 
5, = 2 Ws Wo IH (6. 5. 7) 
4 ©з Wo 10 to; 
Wo 1€ шә ws 
ш; w3 wo to 
wi vo wj wg 
чл ч ез wo 
чо w3 wo w] 
Мр w, ws wp 
EFP wG-—o0, l, 2, 3) 为 独立 参数 。 
(4) Zs 对 称 性 
/A, В, 
А, В, 
А, В, 
Sz, = А; (6. 5. 8) 
В, А, 
В, A, 
В, А, 
В, А, 
其 中 А, = w, В, = (б, то; W3 W4) 
А, = » M , B,= ©, M | 
wo TO) UU, Ww; | UJ, 
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其 实 Zu 对 称 的 Sz 不 难 写 出 来 ,并 证 明 
它 满足 BGR ,限于 篇 幅 , 不 再 袭 述 ,可 参阅 文 
献 [34]。 


/N 这 种 Zw 模型 中 , 由 于 权 不 守恒 ,在 图 示 


a+ N b+ N 


WFE: TARNA ARAZI КЫЕЛА 
, ” 通 的 图 ,如 图 6.7 所 示 。 

67 在 拓扑 多 项 式 理论 中 , 它 只 能 包括 在 推 
广 的 Kauffman 图 形 中 ,不 能 用 通常 的 办 法 处 

理 。 讨 论 权 之 和 不 守恒 的 拓扑 不 变 多 项 式 仍 是 新 课题 。 | 
以 上 简要 地 介绍 了 一 些 BGR 的 直接 解法 。 我 们 已 经 看 到 求 
解 总 是 和 一 定 对 称 性 质 相 联系 的 ,这 不 仅仅 是 为 了 求解 方便 ,而 是 
从 物理 需要 出 发 。 因 为 求 BGR 甚至 求解 YBE 并 不 是 最 终 目 的 , 真 
正 的 物理 后 果 常 常 体现 在 RTT 关系 之 中 ,而 人 矩阵 所 引起 的 物 
理 图 象 中 常常 具有 一 定 对称 性 质 . 从 这 个 意义 上 讲 , 只 有 具有 某 种 
对 称 性 质 的 解 才 是 我 们 所 关心 的 。 现 代 的 计算 数学 可 以 直接 找 低 
维 数 的 BGR 解 ,作为 数学 计算 在 物理 学 中 应 用 这 是 件 有 兴趣 的 
事 .但 作为 将 来 构造 物理 模型 来 说 ,应 当 把 对 称 性 限制 加 进去 才 会 

有 更 大 的 兴趣 。 
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设想 已 经 给 出 BGR RER, ЕП z = e“ — oo 时 的 YBE 
解 的 渐 近 行为 。 现在 对 给 定 BGR ,要 寻找 YBE 的 解 。 首 先 分析 一 
ТЕЖ ВСК 的 一 些 性 质 与 特点 。 它 们 可 以 从 两 方面 分 类 :从 代 
数 结构 角度 或 从 作为 矩阵 自身 来 讨论 。 如 果 人 了 从 李 代 数 结构 变形 角 
度 来 分 析 ,分 为 9 是 单位 根 (4^ = 1) 或 不 是 单位 根 , 再 加 上 以 后 要 
介绍 的 量子 偶 (quantum double) 性 质 。 因 为 它 限 制 了 BGR 中 除 谱 
参数 外 尚 可 允许 的 独立 参数 的 个 数 ( 包 括 中 心 扩 张 )。 当 ve 为 单位 
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根 时 , C6. 2. 9) 式 右 端子 空间 的 个 数 可 以 小 于 M, 典 型 情况 时 ,两 
个 自 旋 1/2 直 积 分 解 后 SENSE ELE АЯ (有 一 
Witten") , 

M. BE fl BEBE BGR 自身 是 个 矩阵 , 非 蜡 矩阵 有 其 目 身 分 立 
PASE А, AStA: 


I[G - 3-0 (6. 6. 1) 


不 同 的 对 应 不 同类 型 。 早 已 知道 ,由 A, 代数 基本 表示 生成 的 
BGR б m = 2, 而 由 B,, Cre D, 基本 表示 生成 的 BGR # m = 3， 
对 С, 4839 э = 4, 等 等 。 从 以 上 两 个 角度 出 发 , 便 产生 了 两 种 互相 
联系 而 又 互 为 补充 的 从 BGR 得 到 YBE 解 的 方案 。 最 简单 的 由 
BGR 产生 YBE 的 办 法 就 是 把 谱 参 数 的 依赖 关系 放 在 (6. 2. 12) 式 
的 本 征 值 身 上 ,而 保持 投影 算 符 P. 不 变 , 亦 即 如 果 S 满足 (6. 2. 
12) 式 则 设 


M 
RG) = 2 oP. (6. 6. 2) 


其 中 P. {Д5 q 有 关 的 投影 算 符 ,o.(Cz) 为 工 有 关 的 本 征 值 ， M > = 
oo 时 它 回 到 А„: 


p(x = оо) = À}, Ё (х = оо) =S GR S^) (6.6.3) 


(D Jimbo Bl (£3& 75 E. 二 

如 果 用 x(…) 表 示 括 号 内 算 符 的 表示 ,X#+, К 为 某 量 子 代 数 
的 生成 元 (为 简单 省 略 去 反映 素 根性 质 的 下 标 ), 用 6 表示 其 最 大 
根 , 则 由 Jimbo 理论 可 以 用 变形 图 代数 方法 决定 R(x)。 

^ P. 为 投影 窍 阵 , А = rK) CO л(Х;), B = x(X?) Q 
r(K;!), Kos X? 5 X; 分 别 为 对 应 最 大 根 0 的 量子 代数 生成 元 ， 

…) 为 表示 ,为 相应 BGR 本 征 值 , 则 由 于 RR (zx) 满足 YBE, 它 
DOM. 由 文献 [36，22] 可 知 ， 
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M M 
So. GOP.GA + B) = >; p(x) A + zB)p, (6. 6. 4) 
а= 1 


а= 1] 


H T pe(z = оо) = 4， 已 .为 投影 算 符 ,在 (6. 6. 4) 式 取 x 一 co 有 


PAP = | | P.BP, 
因而 成 立 
Р, „ВР, = | 5i] P... AP. (6. 6. 5) 
但 用 BGR 投影 算 符 可 用 SRE: 
(S — А) 
›.= I = (6. 6. 6) 


可 以 验证 P. 满足 (6. 2. 14) 式 ,利用 (6. 6.5), (6. 6. 6) 式 及 (6. 6.1) 
式 可 以 证 明 


P.BP,,) — |Z PAPen (6. 6. 7) 
a+] 
PBP, = PAP a 


上 式 相 重 指标 不 求 和 。 将 (6. 6. 4) 式 展开 并 利用 (6. 6. 7) 式 推导 得 


eG 1 Tx и (Papi APa ) = = LL + ы (Pai APa) 
(6. 6. 8) 
`4 P. , AP, Z 0 (6. 6. 9) 
则 得 到 
Ass 
расо _ £ T : (а= 1, +, М) (6.6.10) 
MG улу {мү C 7T Bi 
P 1 + 2 А 


故 从 已 知 的 BGR 的 本 征 值 入 ,可 推出 os GOD BT 
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ear) — П i pix) (6. 6. 11) 
B=1 1 + > B+ 1 
这 样 生成 的 RC(z) 具 有 很 好 的 性 质 : 
[R G5]! = Ё (х7!) (6. 6. 12) 
R (х co) = S, R (z = 1) = I (6. 6. 13) 


从 以 上 讨论 可 见 ,Jimbo 方案 是 个 很 宽 的 处 理 办 法 :只 要 有 量 
子 代数 结构 并 保持 (6. 2. 12) 式 李 代 数 的 变形 结构 就 可 以 ,对 标准 解 
它 有 一 般 的 性 质 。 但 这 里 要 注意 两 点 :首先 必须 (6. 6. 9) 式 不 为 零 ， 
其 次 它 不 适 于 q 为 单位 根 的 情况 和 某 些 非 标准 解 。 在 实际 计算 中 ， 
如 何 确定 本 征 值 Ài» nt, Ам 的 顺序 是 个 重要 的 问题 。 在 SU(C2) 中 按 
权 的 高 低 去 排列 是 对 的 ,在 两 个 本 征 值 情 况 也 没有 问题 ,在 В,, Cars 
D, 所 讨论 的 情况 ,第 三 个 本 征 值 是 特殊 的 。 但 一 般 情况 并 不 简单 ， 
例如 对 G, ,就 不 能 按 权 大 小 次 序 排列 。 确 定 诸 根 顺序 的 原则 是 计算 
(6. 6. 9) 式 左 端 是 否 为 零 。 如 果 为 零 , 这 种 顺序 是 不 可 取 的 ,因为 这 
时 (6. 6. 8) 式 没有 意义 。 在 С, 的 例子 中 ,排列 顺序 仅 为 


À, =— q °, À, = 9, А 二 一 1, А, = q 


将 其 他 顺序 代入 (6. 6. 9) 式 发 现 P. AP, = 0。 如 果 一 般 情况 下 有 
数 种 排列 使 (6. 6. 9) 式 右 端 不 为 零 , 则 同一 个 BGR S 会 产生 两 个 
不 同 的 YBE 的 解 。 计 算 (6. 6. 9) 式 左 端 是 很 大 的 工作 量 , 对 G, 的 
讨论 见 文献 L37，38j。 

(2) 广义 Hecke 代数 的 YB 化 方案 

可 否 保 持 (6. 6. 2) 式 与 (6. 6. 10) 式 又 不 需要 BGR 与 李 代 数 
有 过 于 和 密切 的 联系 呢 ? 这 就 需要 从 BGR 自身 的 矩阵 形式 出 发 , 即 
从 (6. 6.1) 式 的 本 征 值 特性 出 发 ,所 付出 的 代价 是 依赖 于 具体 表 
л. 这 时 本 征 值 (分 立 ) 的 个 数 就 是 BGR 的 类 别 ,而 不 必 顾 及 BGR 


6 
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与 李 代 数 的 联系 ,也 不 必 管 g 是 否 为 单位 根 。 这 种 从 BGR 按 本 征 
值 个 数 直接 生成 R (x) 的 方案 称 为 YB 化 ,最 早 是 由 Jones 提出 
的 ,以 后 有 了 比较 大 的 发 展 ” 分 ,这 种 方案 的 优点 很 多 ,缺点 是 
当 独 立 本 征 值 个 数 比 较 多 时 ,计算 很 繁 . 为 了 介绍 YB 化 的 基本 特 
点 ,从 两 个 本 征 值 的 情况 开始 。 

i& BGR S 具有 两 个 独立 本 征 值 入 与 入 , 则 


S — AP E AP, = A [LE | - 1] Ps] 
EN 为 P, + P, — І, 由 于 公共 因子 不 起 作用 PRA 
S=1 +U, TET U=—P, (6.6.14) 


将 (6. 6. 14) 式 代入 办 人 子 群 关系; 


bbi p10; = b, bibis (6. 6. 15) 
其 中 | 
>= 1@1%®-++®1%® S GQIG-G1 (8.6.16) 
bb, = bb. X |ë — j| m2 (6. 6.17) 
则 得 到 


(1 + (QU, — О) + (UU, О, — ОД) = 0 
to =U, Uh = Um 
(6. 6.18) 
其 中 
U,=I@I@-.. @ I @ U 919-91 
(6. 6.19) 


(6. 6. 18) 式 的 一 个 充分 解 为 
U? = U;, U,U,,U, = AU; (6. 6. 20) 
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HP a= E/O + ë), 满足 这 种 关系 的 集合 称 为 Templer-Lieb 
代数 , (6. 6.18) 式 称 为 Hecke 代数 。(6. 6. 20) 式 的 图 解 如 图 6. 8 
Вк, 


i I+] +2 i itl +2 


| n : U 二 
sÍ 


6.8 
为 了 将 (6. 6. 18) 式 YB tE HE RGr) E X, 
R (e) = FG) + GGOU) (6. 6. 21) 


即 不 改变 投影 算 符 U = P. 只 把 本 征 值 2-С (х), ÆR (6. 2. 21) 
ig YBE.: 
Rx) R Gy) Ry) — Rau» Ry) R; Cx) 
(6. 6. 22) 
其 中 
К,а) = I@  @ 1G Ra) I @++@1 
(6. 6. 23) 
满足 条 件 (z = e“) : 
Ri = 1) = 1, Ё‹т-—0) = 5, FO) = А, G0) = ë 
(6. 6. 24) 
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注意 为 方便 ,应 用 了 z 一 e ,所 以 xco 时 xz 一 0, 这 种 代 换 与 以 
前 不 同 ,这 样 便 于 同 多 数 文 献 相 比 较 。 如 何 决定 CG(z)? 将 (6. 6. 
22) 式 代入 (6.6. 23) 式 并 应 用 (6. 6. 18) 式 , 便 得 到 G(z) 应 满足 的 
方程 为 


&[GG) + G(y) + GGO) — С(ху)] 
= (1 + 09GG)2GCGOG(Gry) (6. 6.25) 
为 了 解 函数 方程 (6. 6. 25) ,首先 令 х = 1, 可 得 
2C(1)LL 十 CCGy)j = (1 + GODGCy) (6.6.26) 
它 对 任意 谱 参数 y 都 成 立 , 必 有 | 
G(1) = 0 
对 (6. 6.26) 3X iL m4 х = 1.188 
ë(a[1 + С(у) 1 yG' (y)) = а + Os[GOD Ë 


(6. 6. 27) 
a—G| 为 任意 常数 

微分 方程 (6. 6. 27) 用 5 = &€ 十 £7! 可 改写 为 

dy 1 | ^ÀdG»  — 

y a 1+ С(у) 一 8SLGCy)]: 
其 解 为 

| £1 — x?) _ [24$ 

Gc = rade 1 (Е) 


由 于 (6. 6. 22) 式 中 的 定义 是 任意 的 ,重要 的 是 不 同 空间 谱 参 数 
的 相对 关系 ,可 把 zx'—.i =, 18 E: 
^ (z) = e GOP, + (GP, 


pO) _ АА + z (6. 6. 28) 
eG) 1+ CfA) 
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它 正 是 (6. 6. 10) 式 M = 2 的 结果 ,但 是 现在 它 成 立 的 条 件 是 BGR 
(6. 6. 14) 式 , 即 满足 (6. 6. 18) 式 这 种 一 般 Hecke 代数 关系 即 可 ， 
而 不 需要 与 李 代数 相 联 系 。 换言之 , 当 BGR 满足 某 种 代数 关系 时 , 例 
如 一 般 Hecke 代数 ,那么 一 定 可 以 YB 化 ,得 到 (6. 6. 28) 式 的 结果 ， 
(3) 广义 Birman-Wenzl 代数 的 YB 化 
当 BGR 有 三 个 独立 本 征 值 时 ,为 区 别 记 号 ,用 T 表示 这 时 的 
ВСЕ , 设 其 独立 本 征 值 为 加， 入 与 А, BN | 
Т? = ( УА)т — ( I[ RA) + ( А) T^ (6.6.29) 
i=] i j i=] 
引入 一 些 记 号 
T = kG, = АА,, L = Ё/А,, m = (à, + А,)/Ь 
(6. 6. 30) 
则 (6. 6. 29) 式 可 改写 为 : 
G? = m+)G— (mi~! + DIG-! (6. 6. 31) 


这 个 关系 式 规定 了 G^ 5G 的 关系 ,与 两 个 本 征 值 的 BGR ЖІ, 
现在 G 与 G ' 为 基本 元 素 , 代 替 G УЛТ ЕЕ 


E= 二 (G+G-')—1 (6. 6. 32) 
容易 证 明 这 样 定 义 的 EE 满足 : 
GE = EG = IE 
E? = [Q + I1)/m — 1JE (6. 6. 33) 
С? = mG + (m/DE — 1 


因此 ,G 5 E 可 视 为 独立 元 素 。 下 面 将 证 明 , 如 果 具 有 三 个 独立 本 
征 值 的 BGR 满足 下 面 代 数 关 系 ， 
a, (GEG; 一 СЕС) + a EG E, — EGE) 


+ a, (E;G;., nu G E; + С, E; mm E;,1G;) + a, (E, m E41) 


338 第 六 章 ҮВЕ = 


= 0 (6. 6. 34) 
它 可 变 为 : 
а; (G; СС; ! — Ci+iC С) + m la, (ССС, G; ! 
一 GuhG;Gii)-- (е, — а) (G; Gi — GG + G,+,G; ' 
一 САС) + m| m'a, + 2a, — a, — (m + I )a, (С, 一 Gir1) 
+ (a, —ml ia)(G — Guh) = 0 (6. 6.35) 
a, = Àk, а, = — Атр! 
| (6. 6.36) 
а; = та, ат? + la, + a, = 0 
(6. 6. 32) ~ (6. 6.35) 式 以 及 从 它们 推出 的 一 系列 关系 定义 了 广 
X. Birman-Wenzl Ф (BW A)U9, EE BWA ЕГ, 
将 (6. 6. 31). €6.6. 32), (6.6. 34) 式 结合 起 来 , 取 有 & = 1, 则 
得 到 广义 BWA 的 一 般 表 达 式 : 
GE: E; mm E;,,EiGiu 
= m (GEG; 一 Gi, EG) — (GE — ЕС) 
(6. 6. 37) 
E, E, G; mm G; E; E.y) | 


= m 1(G,E,.,G; — СЕС) — (GE41G; — СЕ) 
(6. 6. 38) 
EE; E; — ЕЕЕ, |, 
= m (EG,,,E, — Ej 4,G,E;41) + m (С.Е, 1С, 
— G,44E,G4)) — m VG; — E1) + m7 (G, E; 
Е.С. + ЕС, — GE — m HG, — Ej) 
(6. 6. 39) 
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由 (6. 6. 32) 式 ,可 直接 导出 : 
GEG; — СЕС; = m GGG; — САС; Giai) 
一 (m + UG; — Giz) — (G7 — Gi) 
Е,С,..Е, — ЕСЕ, = т (G'G E; — Ei 4G Gi) 
— (G; E, — Е,, С) 
ЕС —G;E,,;—m !(G;!Gj, — СС) + G, С 
СЕ, — Ej4,G; = m (СС Сас) + Gi — Gia 
G;'GA4,E, — Е,„,С,С = m (ССС) — GálG;Giuh) 
— (СС, — СС) 
(6. 6. 40) 


(6. 6. 37) 式 一 (6. 6.40) 式 充分 地 满足 (6. 6. 350 3X ROS ВМА. Ц 
前 讨论 过 的 自 旋 1 的 BGR, Bas C,, D, 决定 的 标准 或 非 标 准 
ВСЕ 都 满足 BWA ,但 (6. 3.3) 式 虽然 有 三 个 独立 的 本 征 值 , 却 不 
满足 ВМА. 

现在 证 明 (6. 6. 40) 式 是 具有 三 个 独立 本 征 值 的 BGR 通过 


YB 化 得 到 YBE 解 的 充分 条 件 。 
由 于 现在 G 与 为 独立 元 素 , 故 可 写 为 
R G) = I+ g(z)G + h(x)E (6. 6. 41) 
边 值 条 件 为 (x = e") 
gG) =h(1)=0 (6. 6. 42) 


将 (6. 6. 41) 式 代入 YBE ,得 到 


grh (ху)в(у) (GE +16: СЕС.) 
А Сх)АСту)А (у) GE; E: — E; EEs) 
-FAGOg ry hy) CE;Gi4, E; — E; 1G; Ei si) 
--g GOAh Cry A Cy) (GG;E; E, — E EG) 


340 第 六 章 YBE 的 三 角 解 


++^А^Сх)АС(тху) Су) СЕ;Е;„С;—С;„,Е;Е; +) 
+(h(z)g(zy) —g(z=)h(zy)) СЕ,С;+\—С;Е,;+\) 

+ (g(z=y)h (y) —h(my)g (y) ) (G;  E,— Ei41G2) 

+ (205) + (у) Бте(х) (у) — (жу) ) (G; —G;+1) 


一 1 

+ (AG) А (у) —h Gy) - [5 31 hono? — h Cy) 

+m 'g(z)g(y)+ I l!g(z=)h(y)+I hh rg ly) y (E; —Eiu) 
=0 (6. 6. 43) 


利用 BWA 和 辫子 代数 ,可 由 (6. 6. 42» 3X Е PS Ër g C PIA CO, 

有 关 的 计算 参见 文献 [40]。 为 了 说 明 这 类 问题 ,介绍 一 下 如 何 从 

BWA 关系 解 (6. 6. 43) 式 。 当 (6. 6. 43) 式 被 简化 为 BWA 时 : 
glr) + g(y) + mg(z)g(y) — g(zy) = 0 (6. 6. 44) 


а, {АСх)а(ху)А(у) + т `'h(z)h(=y)h(y)) 
= a {h(x)g (zy) — &(х)А(ху) + g(z)h(zy)h(y) 
+ m 1А(х)ћ (ху)А(у)} (6. 6. 45) 
a {А(х)е(ху)ћ(у) + m^ !h Dh y)h Cy] 
= a; ig G)h(z=y)g(y) 十 gGohGy)hCy) 


Tm 'h(z=)h(z=y)g(y) + m ?*hG)hG yh) 
(6. 6. 46) 


a, {А(х)р(ху)А(у) + m !AGr)ACry)ACy2] 
[+ 17! 
= а, [В (а) + h(y) + Бе — 1AA) — h Gy) 


+ ml 'g(z)g(y) + I '[g(z)h(y) + h(z)g(y)] 


— im 'h(z)h(mzy)h(y) = 0 (6. 6.47) 
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与 以 前 类 似 , 取 (6. 6. 44) 式 对 z НИ, x = 1, 得 


_ dg 
= 1 T — = 一 -一 
g(x) = m(x 1), б mi E 


Xİ C6. 6. 45) 式 两 端 重复 同样 过 程 ,得 到 
g(x) = (cz? — m 1)h (a), 7 = (a, — a,)h' (1)/а, 
再 代 回 (6. 6. 45) 式 ,得 
ac Cxry)'hCy) = acr’ (y? — 1 + h(y)) 
HB с 为 积分 常数 , 即 得 : 
һу) = a! — D/Gy! — a) 


а, = mca,, Ё = m 
(6. 6. 46) 式 要 求 : 


ca, = а, 
而 (6. 6. 47) 式 要 求 

a, = 08/1, (8 一 1)(p8 + mI8 + PË) = 0 
但 8 二 1 导致 4(1) = 0, 故 取 


8° + ml + PP = 
得 到 
а, == — (ma, + la) = — (m*a, + la,) 


H T. B = о/а, = — À,/À, ,得 | 
gG) = (x — D/m, h(x) = (х — 1)/(@х— 1) 
(6. 6. 48) 


以 及 G = X àP., 即 得 到 (6. 6. 41) 式 ,g(x) 与 h(x) 由 上 式 决定 。 
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因此 ,满足 BWA 的 所 有 BGR 必定 可 通过 (6. 6. 48) 式 导出 YBE 
的 解 尺 (x)。 更 一 般 地 ,满足 (6. 6.44) 式 一 (6. 6. 47) 式 的 代数 集合 
必然 可 以 YB 化 ,在 形式 上 结果 与 (6. 6. 48) 式 完全 相同 。 将 (6. 6. 
41) 式 写成 G 与 G :形式 则 为 天 2 


R (2) = Ах(х 一 1)G-1 十 


AA 


À, 
— &AC C DG (6. 6. 49) 


HBA.ACGAXdBGRGRBI-—TÓLAfRfB.SCAEG'QOGOUG 与 
Е) Е (6. 6. 340 X, 

34 BGR 有 四 个 本 征 值 (独立 ) 时 ,也 可 以 引入 更 复杂 的 代数 
称 为 扩展 的 BW 代数 , 当 BGR 满足 这 个 更 大 的 代数 时 ,其 YB 化 
也 必定 可 以 进行 .但 公式 过 于 复杂 ,不 再 讨论 ,可 参阅 文献 [40]. 这 
时 , АО) FERAH, 

R (х) = AGOS! + В(х)5 + CGOI + 0(2)571 
(6. 6. 50) 
其 中 对 本 征 值 Л, °... А, , 诸 函 数 由 下 式 给 出 : 
ACE) = (ААА), — A07 (QU — AD el — 1) 
B(x)——A!x—1»— мА 
ГОА, H AD CAA, АА) — АА — XA ]x Cz — 1) 


С(х) = CS (CUR ФАА + АА, 


+ АА) OSA, 一 АА) + AA, Qi — А) + АА, САА, 
一 AAD Ја? + [ҖА,СА, + А) — ААС + AO Ја) 


Р(х) = r(x— De + А, 
4 А] 


(6. 6.51) 
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满足 4 个 本 征 值 YB 化 的 例子 是 C:(7 维 表示 )、D: 所 构成 的 非 平 
凡 BGR、 自 旋 3/2 模型 等 。 

(4) BWA 的 充分 条 件 

上 面 所 述 的 Hecke 代数 结构 相当 简单 ,BWA 较为 复杂 ,而 只 
要 BGR 满足 BWA 立即 就 可 以 用 YB 化 方法 得 到 YBE 的 解 。 因 
此 找到 BGR 满足 BWA 的 充分 条 件 是 件 比 较 重要 的 事 。 利 用 
(Ев) = ade BGR С 可 写 为 


N 
G = УСЕ, Q Eu) (6. 6. 52) 
1 


在 所 讨论 的 问题 中 , 设 : 
权 守 恒 : G% Z 0.19 ца ББ = с + а 
СРТ Ж, Gd = С, а = N + 1 —a 


N 
E = I — ЮС — G-1) = JEZE, Q E 
1 


(6. 6. 53) 
6б, = 1®--®@ 1 ® С 919-1 
3—1 j|. $1 7 十 2 
E = 1 @ ++ @ I @ EGIG--GI 
j-1 j» T1 +? 
定理 :Sj 与 五 | 满足 BWA BJ ЖЯ Ж teo 
a) E^ = r(a)r(c)à(a, — b)8(c, — а) (6. 6. 54) 
Ь) r(a)r(— а) = 1 (6. 6. 55) 
с) У)С "(Ьу = о! (与 a 无 关 ) (6. 6. 56) 
b 
[T [N—1 _[N-1 u 
a b ed | | : E | в 1+1, 
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Ë 一 T | .Q N— n 
2 ' 2 
其 中 了 为 N x NAMERE, Sla, 5) 为 8 记号 。 忆 及 BWA 有 下 面 
AE ARE LU 91 
S; — Sr! = w(1 — Ej) 
5,8,4,8;, = 5,195,531 SS = SS; |j — |l Z 2 
E;E; E; = E, Е,Е, = Е,Е,, |j — k| 2 2 
Е,5; = S;E; = oE, =” 
5,,,5,E,,, = Ej5,4,,5; = EE; 
SjaES;—S5;E.5 ' 
EESjri = E, Si, Sja EE = OF Ej 
Е,5,..Е, = сЕ, 


1 


E = |1929 | 
wW 


J 1 
(6. 6.57) 


将 (6. 6. 54) — (6. 6. 56) 式 代入 (6. 6. 57) 式 中 的 独立 关系 可 证 明 本 
定理 , 详 见 文献 [20j。 

现在 感 兴趣 的 是 (6. 2. 43) 式 所 示 的 与 B,, C, 和 D, 基本 表示 
相 联系 的 BGR ,无 论 是 标准 解 还 是 非 标准 解 都 满足 BWA.G np 
3: 

С = > u, (E; Q Е.) + > E; C9 E; 


P 一 了 


十 > ur !СЕ,, —i 69 E i, ;) 


+w X E; Q E; — w X rri DG, QE) 
i<j <] 
(6. 6. 58) 
它 可 改写 为 ( 相 重 指标 不 求 和 ) 
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GÉ = u,0(a, b) + wÜ(a, b) — wr'(a0ü(a, b)8(a, — b) 
(6. 6. 59) 


Я 0(а, b) = 134a < b, 9(a, b) = 0 %4 a > b, 可 以 得 到 ; 
对 B, 


wr? (Б) = < 10, b == (6. 6. 60) 
П, w- П, 2 <o 


Ж С, (є = — 1) 与 D, (e€ =+ 1) 
є(и °| ШИ: T Ti) b> 1 


ew(u,)-*, 34 b = + 
ит? (b) = 
ewu), M b =— + 


ea 4) П.а — IL47) ‚ 3⁄4 b <— I 
(6. 6. 61) 


Kf (6. 6. 53), (6.6. 59) ~ (6. 6. 61) 式 代入 (6. 6. 54) ~ (6. 6. 56) 式 
可 验证 满足 该 定理 ,其 中 ce 为 第 三 个 本 征 值 由 (6. 2. 47) 式 给 出 。 
(S) BWA 的 对 称 性 
ТЕ BWA 的 三 个 分 立 本 征 值 中 ,第 三 个 是 特殊 的 ,不 失 一 般 性 
可 取 
w = À, + À, АА, =— 1, А = о 


ЙА = q, А =— 47, Z° YB КЁ Cf VE Fk R] 86 BJ EVE 
们 与 取 本 征 值 À, , А, 哪 一 个 有 关 : 


1 80H HD INIT S RR: wan 
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R.Cz) = а„(х)С + Ь„(х)Е + с„(х)1 (a = a, b) 


(6. 6. 62) 
其 中 
а.(х) = (х — DG — x.) 
Te = wr(r-—1) Xa 二 一 Ac 
ie Gr) = — wr(r-— x) » =— 4,07), о = А, 
(6. 6.63) 


JB] , 14 Ait A 互 换 时 ,两 种 次 序 (%， Àz» А255 (QA, л,, A0 48 33] W 
种 不 同 的 RRCx) ,它们 对 应 同一 个 BGR С. ШЖ A = 9, А = 
— q, WE 


K(x) = ITERS) (z—1) (8. 6.64) 

v _ 471 

R,G) = — AG (8. 6. 65) 
分 母 理 解 为 逆 和 矩阵 , 且 


falx) = q !(х— ф) (х — Ta) 
(5. 6. 66) 


fix) = qm — д?) (= — x) 
(6. 6. 64) 式 看 起 来 很 像 对 谱 参数 zx 的 分 式 变换 。 这 种 hj 的 不 
变性 反映 了 作为 矩阵 代数 方程 两 个 根 互 换 的 不 变性 ,本 质 上 是 一 


种 徊 罗 华 群 不 变性 。 另 外 , 当 出 现 晓 化 情况 时 ,例如 8$6. 2 中 讨论 
的 第 三 个 本 征 晓 化 为 办 或 时 , 则 本 征 方程 变 为 


(G —q)'(G +q '') = 0 (6. 6. 67а) 
或 (G — q)(G +9)? = 0 (6. 6. 67Ь) 


(HX E PF Jy F8b2 ba, ПИК — TE ЛЯ ЖЕЛЕ НЕР), ЖИ EXE 
是 三 个 本 征 值 问题 ,可 证 明 仍然 满足 BWA。 
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(6) BWA 的 有 理 极 限 
标准 解 存 在 有 理 极 限 ,而 非 标 准 解 一 般 不 一 定 存 在 这 种 极限 . 
由 于 BWA 的 三 个 本 征 值 可 选 为 9， 一 9 ' 与 o = + g, 定义 极限 


SPE 一 limG;, Е, = limE, 
q-*1 | q-7*1 


BJA x = e", q = e”, Wi Bru RE uy zm. R(x) 的 有 理 极 
限 为 Co 

RER) —1--uP — ulu - 1] к 
其 中 士 对 应 于 o== 土 q',P 为 置换 算 符 P: = 二 1, 而 F 则 由 BWA 贡 
献 得 来 。 由 于 uP 十 了 与 A, 基本 表示 的 尺 矩 阵 相 应 ,并 且 置 换 与 
A, 的 Weyl 群 同 构 ,所 以 F 应 当 与 B,, Cao D, 的 Weyl 群 有 关 。 本 
节 详 细 讨 论 见 文献 [20]。 
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(1) 自 旋 1/2 模型 

已 知 BGR S 满足 Hecke 代数 (例如 解 (6. 2. 17) 式 ) ,或 广义 的 
Hecke 代数 (例如 (6. 2. 19) 式 满足 (6. 6. 18) 式 而 不 满足 (6. 6. 20) 
式 ) ,永远 可 选择 外 二 q, À, = — 4, HX z = e" 


R (х) = zS — r's! (6.7.1) 


必 满 足 YBE。 最 简单 的 例子 是 4 х 4 表示 , 即 自 旋 1⁄2 情况 ， 


(zq — x |q 1) 
v xr dw n(x— xr!) 
R(x) = 
9 (x—z-) Tw 
( zq — zq") 


(6. 7. 2) 
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& z = e“, q = e”, 可 化 为 (丢掉 公 因 子 2) 


shC« + Y) 
V e “shy һи 
Кет) = 7 'shu ии 
sh(« + 7) 
(6. 7. 3) 
它 的 物理 意义 十 分 明显 ,由 (3. 3. 17) 式 可 以 计算 系统 的 哈密 顿 量 : 
chy 
iaRGO| 一 0 7 
2 ди |. $3? 0 
ch? 
0 
+ sh? | € 
— 1 
0 
1 
= 工 chy7 十 1 hy l 
2 2 — 1 
— 1 


+ H 7 ‘000 + yo Q oat) 


Жо, o° УЕ ВЕ, ЕЖ 81 


一 1 0 


1 3 __ 23 — 
(10 o? 9 1) 0 1 


—— n > amam. 
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得 到 


а Ru) 
du | 


= (ch2014-.( Toto 4-0 бо) 


+ СсҺА) (о @ о?) + (sh7)( 1 @ с — о? 69 1) 
由 于 尺 (4) 占 据 第 与 第 n + 1 空间 ,由 (3. 3. 17) 式 ,上 式 左 端 即 
为 Н, „1, BUR 
H, ,+1 = GhA)L, + L (ooi. + 905051) 
+ СсҺА)ооз + (57) (1,0, — 051,41) (6.7.4) 
系统 的 哈密 顿 量 为 


为 简单 取 7 = 1, 注意 到 对 (6. 7. 4) 式 求 和 时 ,最 后 一 项 求 和 的 结 
果 中 , 非 边 界 项 都 被 消 掉 , 遂 有 


N=) 
H = «ҺА + X) (o + 0205, + chaoioi) 
n=] 


+ shACei, — о?) (6. 7. 5) 


它 正 是 带 边界 项 的 XX2Z BUB dr Wi Б, RD R GO RET 
代数 的 中 心 ( 表 示 ), 所 以 (6.7.5) 式 必定 与 量子 代数 的 生成 元 对 
易 。 显 然 在 周期 性 边界 条 件 或 一 ce 时 ,oa 一, 即 回 到 通常 的 
XXZ 模型 . 解 (6. 7.3) 式 可 以 变换 为 通常 的 6 MAM., H T >4 45 SF 
恒 时 ,变换 

(и) — eh R (и) (6. 7. 6) 


当 z 十 2 一 < 十 4 仍 满足 YBE, 其 中 为 任意 常数 , 当 取 (6. 7. DA 
标号 时 可 选 p = 一 方 , 此 时 (6.7. 3) 中 对 角 元 中 et* 因 子 被 消除 ， 
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取 7 二 1 (7 相当 于 外 磁场 ) 得 


sh(w + Y) 


V shy shz 
R (и) = (6.7.7) 


shu shy 
sh(x + Y) 


即 通常 6 顶 角 解 。 
(2) A, 基本 表示 的 BGR 


N N N 
SCA,) = X UEa Q E, + > EGG) Es w УЕ. Q Е 
a ase В а< В 


N N N 

SCAD = уи! E.G) E, + S ESQ) Eg, — w 9 En Q Eg, 
т a= ñ а> В 

(6. 7. 8) 


w = q —q |, и. = q sk — q (但 第 一 个 z = q) 
N = n + 1, 其 RC(z) 解 为 (例如 对 标准 解 ); 


R A. Cx) = (xq—axq !) > E, QE... + (хх!) ^ Е.©)Е pe 


а В 


+ zr іто > E QE rw > E Egg (6. 7. 9) 
a> В а< В 


(3) BWA 的 YB 化 

由 (6. 6. 59) 式 和 (6. 6. 63) 式 给 出 ,上 有 段 已 有 详细 讨论 

(4) VITSE] BGR 

此 时 由 于 李 代 数 直 积 空间 为 : 
j@+=j++@j—- +4 


НРА Pi зл T-2z [Н], R 22 Go 39 bg f ЖЕ Ж ZVX 3t [NI 


It iK TT ИРИ pan ЧАИР "limes 
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子 对 YBE 解 无 影响 , 则 有 


R:z(z) = (52) '— S33 (6.7.10) 


R (2) = Aiz( SB) AS 
(6.7.11) 


1 


R 3: (>) = A,z( Siz) Uoc AQSU 
将 它们 代入 YBE: 
Ki) Ky (у) Roo Ё (ку) RE C) 


м `x vl, v1; м 11 
Ё (хт) Ё Cey) Ey) = RECy) К (ту) Ё? C) 


12 3 23 23 
vl, vll у 1 у 1 v 11 
К (z) RZ? (zy) ROO Ку? (у) RZ (ху) Kz (c) 


(6. 7. 12) 


Etg, Q 为 任意 参数 。 从 而 得 到 YB 化 后 的 RR 区 (zx) 表达 式 ; 


为 1 (a(j), 601/20) 
R”: (x) = > p Gc) Esc, ay Q9 Esa. аф 


абр), 61/2) 


(aC), 5/2) 
T ^ q Сх) E, sam 
alj), (1/2) 


G9 Es, ас +261/25 (6.7. 13) 


其 中 
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g^ (xg? —Q uq on), bl ij _ 1 
(alj), p(1/2)) — | 2 2 
P (Gr) = 1 1 
gos? Qu, a(i) 
— gig ig eom vm, b| i — 1 
gD 60/20. 一 2 2 
_ nbi аў), 1/ 1| | 4 
9229‘ (j), 1 2) ， А 2 ) — 2 
(6. 7.14) 
当 考 虑 标准 解 时 ,(6.7. 14) 式 简化 为 
q^ rq — gd ) 当 pl Y =ç 
pet 60/22 (x) = | 
| _ 1 1 
Ј абр) __ alj) ` 一 | 一 一 一 
q'( xq 7) = b 2 | 2 
< —q'**w(Lj—-aCD ja G2 4-11,) 7 


sid 


(ge 60/2 C7) = | 2 
—q'*tw([jtaCGo ],[J—a()+1],) "x 
1| 工 
当 Ed || 2 
(6. 7. 15) 
+J Drinfeld-Jimbo 一 般 公 式 相 一 致 。 本 节 的 详细 计算 以 及 非 标 
准 解 的 有 关 讨 论 参见 文献 [32]。 
(5) ЖИВУ, . 
S À, м, v 代表 颜色 指标 ,其 BGR 5 (А, WS E (6. 3. 1) 式 ,而 
依赖 于 谱 参 数 z = e“ 的 YBE 解 满足 
R ОА, из х) RAO, Y; ху) R so, K; y) 
= R46, и; y) RO» vi ху) (А, pi x) (6.7.16) 


注意 5 (А, jp) 满足 (6. 3. 1) 式 及 其 一 系列 衍生 关系 ,例如 
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Si; OQA, £05 AC, v), (u, p) — Sa (u, S, (A4, v) 5, (A, my 


等 等 类 似 的 关系 ,并 注意 区 分 颜色 。 相 应 地 必须 引入 颜色 空间 的 单 
УЖ RE : 
IQ, DI, A) = IQ. A=] 
满足 
Г.А, DIa (A, Mu Си, v = Ги, VIl, MAG, э) 
(6.7.17) 


的 平凡 解 。 以 前 讨论 过 的 自 旋 1/2 模型 或 В,, C, 与 D, 基本 表示 
的 模型 都 可 以 染色 , 设 其 本 征 值 为 A, A 与 A; ,此 时 有 


© (А, А) = (A, + ADI — AA,SQ. А) (6.7.18) 


或 

(SQ, 2))2 = | SA) SA, 2) 一 | > АА,)1 + |( ITA) sax: 
Е B B (6. 7. 19) 

现在 要 求 (6.7.16) 式 的 解 , 当 x = e“, 考虑 以 下 限制 条 件 : 


a) R (А, и; z = 0) cc SQ, и) 
R Q, u; z — оо) cc SQ, и) 
b) R Q, p; x = 1) cc IQ, p) 
с) R Q, u; z) Ё (и, À; z 1) cc 了 
可 以 证 明 ,BGR 具有 (6.7.17) 式 时 ,有 


RO, н z) = fO, 40 (xAvA S Qi 207 + SQ, 10) 
(6. 7. 20) 
其 中 FG, 为 任意 函数 。 
>“ BGR 具有 (6.7.19) 式 时 ,YBE HRH: 
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R Q, G x) = Аүх(х — 1)S Clu, А)! 
十 zh !A; 1 (A, + A,) (A, + A 
IQ, м) — Ay (z — DSQ, н) (6.7.21) 


相关 的 计算 和 讨论 可 参阅 文献 [29]。 
相应 地 可 以 引入 染色 的 BWA ,此 时 定义 


EQ, и) = m? ( RQ, и) + Riu, 201) — IQ, р) 
m = (q — q`!) = iw 
定义 
E, = 1 @ … C9 I G9 ECA, и) © I We 
5 = 1% = GIG RQ, н) @ 1 @ --- 
I, = I @ = @I@IQ, p) QIQ- 
染色 BWA 满足 以 下 关系 : 
Г.А, НӘТ (А, D;C, v) = Г Gs LG, DIC, 1) 
І.А, WLO, p) = L (v, DOLA, н), |: — j| > 2 
TA, DI (pu, А) = I, LA, А) = І 
Е,СА, p) = m !(bjCÀ, м) + bi! (n, A))— LA, ми) 
b, CA, DL Си, A) = LG, pb;C(u, À) 
b; CA, OL. (QA, MEG, v) = L, (и Db (A, L CÀ, p) 
= L(A, WLI (А, Yb (и, v) 
bipi ls DLEA, I, À, м) = L(À, н), (А, DI (и, v) 


一 I; C(s DACT v)5, (À, и) 


UWOD ИИ, сег Кы 
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Е,СА, 105,44 CÀ, WDE: Ce, Y) = IL í Cu, DECA, MAC, и) 
Е; Си, VACA, ELA, м) = LUA, б Е A, DIC, v) 
Е;СА, pb: (р, А) = ITE; A, DI (e, A, {=—1А;! 
从 以 上 关系 式 可 以 推 得 ， 
EQ, p) E. CA, у) Е, Си, v) = Luar, EG, MPG, д) 
= I; (A, WI (A. DE, (и, v) 
E: (g, DECA, УЕ, (À, у) = LO, OE, A, MEC, v) 
= ECp, DECA, Ius, v) 
b,(À, Ob. (A, УЕ, (и, u) = Ein, )5;( , Vbi lÀ, н) 
Е;СА, Hbi: CÀ, уь, Си» v) = b; Си, VOCA, v) E, (А, и) 
Е,СА, yI Си, А) = I,Q, р)Е, Си, А 
EQ, WE: (и, А = (та +171) — 1) ЕСА, DIE (g, А) 
Б.А, Db: Си, А) = m {bàs р) + UE, p YL Ca, А + I 
bjCÀA, pb; Cu, ДЭБ, (А, p) = Gn HUDBA, н), Си, АТІКА, ш) 
— Um + DAA, му + UMS, p) 
b: CÀ, DE: CA, VE: (и, у) = bau (v, p) Е, (А, IU, д) 
5b;CA, р) ELCÀ, Vb: (и, v) = b; (о, WEA, bug, А) 
ba (Qi, Y) Е,СА, Vbi (À, д) = b; iy АУЕ, (А, DOr Qo, и) 
E, WL A, DE C, у) = (т + I 1) — 1) 
e ЕКА, DI СА, DE Cn, У) 
E. QA, DL (А, RO EG. у) = (mG + I 1) — 1} 


— J 
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Глы, DICA, DE, (А, рн) 
БСА, ш), (А, Vb; lu, v) = {т(Ь,(А, и) HITTE, e) 
| + LG, WE Q, MOS, v) 
b, (C, EG, b A, м) = (т Qn v + Ec GO, »)) 
+ Huan DLA, У) A, д) 
例如 对 Bas С„, D, 基本 表示 ,有 
(RA, 10) = u, Q, Paea 十 PEPA, 108,48. |. 
+ W“ 5 (À, мубшбы |< 


(a, с) a € 
+ q^ "CA, 029, д.а | 6 mero 《6. 7. 22) 
le lal: ao 


其 中 a, b, с, d 的 取 值 为 : 


Cerro) 


Od Ba: N = 2n + 1; XF C,, D: N = 2л) 
对 标准 解 有 А, = AG = 1, 2, 3): 
q”, Я] B, 


À; = —q ^P 对 C, | (6. 7.23) 
q ^", x+ D, 


(6) A YB 化 
$3.2 中 的 六 (zx) 是 满足 YBE 的 最 简单 的 有 理解 的 形式 ,为 
实用 方便 将 谱 参 数 记 为 快 度 0, 则 这 个 解 可 写 为 : 


R (Ө) = ӨӨР + D (6 HRE) (6. 7. 24) 
其 中 PP 为 置换 算 符 矩阵 ; 
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P= MEG) Eg, (Eg), = adp (6. 7. 25) 
а, 8 


现在 仿照 三 角 解 的 YB 化 ,提出 一 个 问题 : 


在 以 下 条 件 下 : 
Z ETE: КӨ RC— 0) = I 
初始 值 : R(0 = 0) = 常数 7 (6. 7. 26) 


渐 近 行为 RO) = 常数 P (Ph— D 


如 何 用 YB 化 的 方法 构造 YBE 的 有 理解 ? 
Ei $ 6.6 的 启发 ,六 (0) 应 可 视 为 g 的 多 项 式 形 式 ,例如 ， 


R (0) = f(6)(£P + ӨМ + 2D (6. 7. 27) 


其 中 f(0) 为 归 一 化 函数 ,P 为 置换 算 符 ,M 为 某 个 矩阵 ,7 为 某 常 
数 ,7 为 单位 矩阵 ,显然 置换 算 符 满 足 
РРР}, — Р»РЬР;, 
lei 


(6. 7. 28) 


将 (6. 7.27) 式 代入 YBE 确定 出 M 与 了 的 过 程 是 有 理 YB 化 的 一 个 
例子 ,这 个 计算 已 在 8$3. 5 中 讨论 过 。 它 给 出 了 0000 2 3) 对 称 的 
因 式 化 S EER, DEKE, A 53. 5, 以 及 文献 [43 一 45] 。 

在 结束 本 节 之 前 ,注意 以 下 事项 。 人 至 今 已 介绍 了 具有 2, 3, 4 
个 本 征 值 的 BGR 的 YB 化 方案 与 例子 ,包括 三 角 解 与 有 理解 情 
况 。 从 物理 角度 ,如 果 着 眼 于 构造 物理 模型 ,它们 已 经 足够 了 。 忆 
及 第 四 章 , 仅 仅 一 个 最 简单 的 尺 (w) 的 有 理解 ,就 产生 相当 多 的 完 
全 可 积 量子 模型 。 从 这 个 意义 上 说 太 高 维 的 三 角 解 尺 C(x) 或 有 理 
f R (4) 不 会 有 太 多 物理 兴趣 。 

当 9 不 是 单位 根 时 ,Jimbo 方案 对 李 代 数 标准 解 情 况 给 出 了 
任意 维 数 的 BGR 产生 YBE 三 角 解 的 问题 。 虽 然 有 Jimbo 的 一 般 
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方案 ,但 当 投影 算 符 表示 的 直 积 分 解 子 空间 有 多 重 数 时 ,实现 这 个 
方案 不 是 件 容 易 的 事 。 对 SUJ(3) 情 况 可 参阅 文献 [14] 中 解决 的 办 
法 。Jimbo 的 方案 一 般 不 适用 于 q 为 单位 根 情况 。 

在 实际 物理 问题 中 ,常常 g~exp GB) ,5 为 磁 通 量 , 当 量子 化 
时 ,9 即 为 单位 根 。 因此 恰恰 g 为 单位 根 时 对 应 更 感 兴趣 的 物理 问题 。 
从 这 个 意义 上 讲 , 非 标准 解 及 其 YB 化 反而 更 适用 于 物理 的 要 求 。 

此 外 ,我 们 没有 涉及 例外 代数 的 BGR 解 等 问题 。 文 献上 的 这 方 
面 解 基本 上 都 是 A, 型 解 的 推广 ,并 没有 全 面 反映 出 例外 群 根 图 的 
Weyl 反射 性 质 。 因 此 ,从 构造 模型 角度 ,应 当 寻 求 另外 可 能 的 途径 。 
事实 上 这 涉及 YBE 的 本 质 是 什么 的 看 法 问题 ,这 个 问题 对 即使 A, 
也 存在 。 将 在 下 节 从 一 个 新 的 角度 看 待 YBE 及 其 对 称 性 质 。 


$ 6.8 Weyl 群 与 万 花 简 散射 


在 第 二 章 Š 函数 作用 势 的 例子 中 ,NN 个 粒子 排 在 一 条 线 上 ,不 
同 坐 标 >; 与 z; 的 交换 有 更 深刻 的 含义 。 因 为 设 在 一 个 线 轴 上 ,有 
N = 二 十 1 个 点 ,每 个 点 用 一 个 文字 代表 :1, 2, n don nn 
N ,将 文字 i 与 文字 的 交换 可 以 作 如 下 理解 。 由 于 А, BEGSU (N) 
群 ) 的 根系 由 N 维 欧 氏 空间 表示 , 设 N 个 正 交 归 一 基 为 ei(k = 1, 
2, ++, №, 则 其 根 由 e 一 e;G Z А) AR BIR PERRE H 
可 由 以 e; ER: 


N 
£ = › (X6; 
i=] 


这 里 “坐标 基 ”e; 当然 是 算 符 。 设 想 把 这 些 x; 排 在 一 条 线 上 ,每 处 
置 放 一 个 全 同 粒子 ,那么 不 同 坐 标 z, 与 z, 的 交换 同 构 于 A, 群 的 
Weyl 群 ,因为 A, 的 Weyl 群 可 看 作 N 个 文字 的 对 称 群 ″ 。 因 此 
在 第 二 章 介绍 了 算 符 中 的 置换 算 符 P 实际 就 是 A, 群 的 Weyl BE. 
这 个 观念 有 些 像 基本 粒子 排列 的 规则 ,过 去 基本 粒子 按 色 SU (N) 


re 
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权 图 排列 ,而 现在 N +u f. fE ROS АУЗ К" X IS = T] rp d e 
bh х, HE]. E 8 函数 作用 势 例 子 里 ,与 两 个 粒子 连 线 垂直 平面 是 
一 个 奇异 面 , 即 б(х, 一 2), 34 >, = х, 时 为 无 穷 。 现 在 两 个 粒子 
对 应 A1(SU (2))。 推 广 这 个 概念 ,A4, 将 有 更 多 的 奇异 面 ,个 数 为 
М! ,这 时 6 函数 作用 势 推 广 为 “* : 


— Ауф — 2с > )8( (т, а)) p = (k, ky (6.8.1) 
а> 0 


Жн а 为 李 群 的 正 根 ,(z, a) УК" PRE SER a 的 内 积 ,k 为 
RY hik KE, (А, OE > 的 推广 。 对 A, 成 立 : 


ЭС (х, а)) = S dCx; — от) (6. 8.2) 
a> 0 J>: . 


现在 推广 这 一 想法 。 认 为 (6. 8. 1) 式 对 任意 单 李 代数 都 对 ,这 就 是 
Sutherland 的 基本 思想 44 ,此 时 波 函 数 可 写 为 
Pe (z) = X Alg, g)exp(iz • ke) (6. 8. 3) 


其 中 C 273 Weyl fif, g € G H Weyl 群 的 群 元 ,ks 为 经 过 Weyl 反射 

后 新 的 动量 。 用 o, 表示 相关 于 а, 根 的 Weyl RIIK. gi 为 初始 选 

定 的 固定 元 素 , 也 可 取 为 恒 元 ,以 下 略 去 它 。 当 作 Weyl 反射 时 有 
Alog) = Y(g, c; )A(g) (6. 8. 4) 


(1) A, Z 
a; 引起 相 邻 置换 (c = 1) 


] + А m ks) P;, itl 


T 一 TUN Е.) (6. 8. 5) 


Y(g, &) = 


可 记 为 
Y (ж, 9j) 一 Y^? (А 29 
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注意 到 对 于 任何 Weyl 反射 , 均 成 立 
о? = |1 
003103 = 6100341 (6. 8. 6) 
0,0; = оуо;, |i — j| 2 2 
于 是 (6. 8. 4) 式 导致 通常 的 ҮВЕ: 
Y (A — Yt нуу + (у — А) 


= Yt? А)У H'!(y— gyY7177(A—  (6.8.7) 
其 中 
À = kgs. Bm Ёз» V= Ё, 
Y^ j*1(A E v)Y* MIC _ 7) 
= У (и — Yi (А—›), ¿ Ј| > 2 
它们 就 是 通常 的 YBE , 
(2) B, BE 
这 时 Weyl 群 可 看 作 是 由 一 切 将 个 文字 作 任 意 置 换 , 并 同 
时 改变 其 中 任意 个 文字 的 符号 的 变换 所 组 成 的 群 “ 。 从 Dynkin 
图 上 去 实现 可 选择 对 前 (x 一 D 个 根 , 它 与 4, 相同 ,但 最 后 一 个 
点 a, 处 反 符 号 , 亦 即 o. ETE T = (ту, Tas е zs) 上 ,前 4 一 1 
个 为 置换 ,而 a, x, = 一 cu. 于 是 有 


ACo;g) = Y^ ^ ke, — ke) ACE) (ў<п—1) (6.8.8) 
Aag) = T™ (b, )ACD) (6. 8. 9) 
其 中 


1 + ik, /c K%? 
(m) = —— ”一 
Т (ke) = — 1 + k, /c 


K" 作 用 在 A(g) 上 ,使 得 g, 变 为 一 g,。 现 在 相 邻 三 点 的 上 自治 性 的 
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A(Cg,, Qaa) = АС(д,, Ge; Ga g), J S n — 2 
(6. 8.10) 
Al(gi, а, 10,0, 10,2) = Абру, a,0, a,a, 1g) (6. 8.11) 
ACg,;, аав) = A(gi, a,a g), m, j Sn — 2; т — j| < 2 
(6. 8.12) 
Algi, ар) = Alg’ g) (6. 8.13) 
A(g1, Qang) = AlE s аа), ј S n — 2 (6. 8.14) 


(6. 8. 10) 式 与 (6. 8. 11) 式 导致 与 (6. 8.7) 式 相同 的 YBE , 5 An 
没什么 本 质 区 别 ,但 (6. 8. 11) 式 却 是 一 种 完全 新 型 的 关系 。 注 意 
天 所 只 依赖 于 Dynkin 图 最 右 端 点 处 ,如 图 6. 9 所 示 。 


6. 9 
(6.8.10) 式 一 (6.8. 14) 式 导致 了 下 列 自 洽 条 件 : 
Y^ PC pg — 7)Y?'" i+? (À — 7)Y?^?* (A — и) 


= Yit It (A — БӘҮ” ji+1 (À 一 ўуү? +? (д — 7) 
(6. 8. 15) 


V j< 2 — 2 
YCA — j)K"QOY7" ( + WDK) 
= KWY "СА + KAA Y" "СА — e) (6.8.16) 
Y^ (A — 40Y^i( — v) 
= Yr ti(g —y)Y^*(A— p) 
Vjisn—l1 |i—jlx2 


Y"'*!(À — 72) 4b ‘Ti(p — À) 一 1 
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К'"(А)К"(— А) = Í 

2 二 (CA 一 ,0K"() = К") СА — p) 
«п — 2 
(6. 8. 16) 式 称 为 反射 方程 ,而 (6. 8. 15) 式 为 通常 的 YBE。 引 入 
Ё (жут) = Yr" — н), KG) = KP Q) 
x = e’, y = e“ 
(6. 8. 16) 式 变 为 : 
R :Cey 1) K (2) R? (xy) KG) 
— Ky) R'i2(zy) Kz) R (xy) (6. 8. 17) 

它 有 非常 好 的 图 示 ( 见 图 6.10). 


NË 
N 4Y771(A— и) 
` 


6. 10 


由 于 这 种 与 根 图 相 联系 的 散射 与 Weyl 反射 相关 ,Weyl 反射 
导致 根 的 互 换 , 颇 像 万 花 简 对 称 图 案 , 故 称 以 上 图 象 为 万 花 简 散 
射 。 详 细 的 讨论 可 参阅 文献 [48]。(6. 8. 17) 式 型 反射 方程 有 非常 
重要 的 物理 意义 ,将 在 下 节 继 续 讨论 。 


= АНЧА — rn rR АА ep 


Ч 
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(3) G, 模型 
其 Weyl 群 是 两 维 平 面 上 的 六 角形 ,元素 为 


=, = гехр li| 0 + 7] ] 
в. = rexpli|[ — 0 + “F| | (6. 8.18) 
(m = 0, 1, Ө, 5) 


可 选 бо 5 z ЖУКЕ, ЊН Qo 与 a, 表示 ,它们 满足 


o2 = оа? = 1 
(6. 8. 19) 


(a, a, )° —] 


o, T KOE E ,而 os 与 wo 夹 角 为 zx/3。 这 时 与 А„, Bao Cno D, 情况 
不 同 ,相应 工 算 符 必须 区 别 二 维 指标 ,相应 动量 亦 为 二 维 ,满足 


Yoke )Y,C— 22 == І 
А | | | (6. 8.20) 
Y жы H gta) УА) T 


其 中 


c--1Àa; . 
Ү (24) = ——-—, Ј = 0, 1 

一 十 (6. 8. 21) 
k, = (k, b, ) = k, (cos0 + isin0) 


以 及 Weyl 群 导致 的 Bethe-Ansatz 的 相 容 性 


1 1 1 1 
Y, r. TALALO FV 3k, 一 Tk, 


Y,(&,,) 


vibe e pen Mns rri rano 


= СЕТА 十 二 V3 ke, | Yol l4 3k, + 2^. 


1 
2 
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а УЗА, — Fra) Yil ph 一 去 VS 


(6. 8. 22) 


也 就 是 说 ,全 面 捅 映 G: 的 Weyl 群 性 质 的 YBE 必须 是 二 维 的 ,而 
且 每 侧 包 含 6 个 RR 和 矩阵 ,这 与 (6. 8. 19) 式 是 相关 的 。 通 常 李 代数 
有 Caa) = 1， 所 以 导致 YBE 两 端 各 有 三 个 R EE, 从 这 个 意义 
上 讲 , 全 面 反 映 例外 群 的 YBE 是 更 为 复杂 的 ,因为 一 般 情况 下 , 维 
数 高 会 导致 多 个 联 立 算 阵 方程 组 。 因 此 ,有 些 例外 代数 R REPERI 
解 虽然 本 质 上 是 A, 类 型 解 的 简单 推广 ,并 没有 全 面 反映 出 例外 群 
的 根 图 特点 ,但 不 失 为 比较 现实 的 一 种 作法 。 


1 
2 


56.9 反射 方程 .守恒 量 


(OD 反射 方程 及 守恒 量 
如 我 们 所 熟悉 的 ,用 谱 参 数 z = eG r = e“), y = e'( 或 y 
一 e ") , YBE 可 写 为 : 


Ru) R Gy) R a) 一 Ra (y) R (zy) R ,, (=) 
由 于 谱 参 数 间 的 关系 是 相对 的 ,也 可 写成 


R (zy 1) R , (z) R бу) — R, Qy) R ,, C) R, (£y?) 


(6.9.1) 
或 矩阵 元 形式 
R (хут) RP R Gom = RO Кох Roy 0s 
(6. 9. 2) 


其 中 相 重 指标 代表 求 和 。 正 如 上 节 所 描述 的 , (6. 8. 17) 式 连同 
RTT 关系 
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Ë 


R (zy (TOQTO) = (Т(у) T GO) Ë (хуг!) 
(6. 9. 3) 
或 
К( хут) Т0) Тоу) = TG)TGOR(xy^) (6.9.4) 
涉及 到 边界 性 质 , 包 含 边 界 反 射 行为 的 方程 已 有 许多 讨论 ,例如 文 
献 [L49 一 51]], 给 出 ， 


к ry )KG) Ё (ху) KG) = KO)RCGy) К(х) R (хуг!) 
R (x) = PRCP 
(6.9.5) 


Р К = Кот, К =1QK, K SEE R T 2 8.52 MERY 
N? x 入 ?矩阵 , 则 KK 为 N x N BRE, КО) ЖЕЕ ИЛЕ c ОЖ. 
也 可 以 像 RTT XZ T AB ЖЭ ЕЕЕ 33:18 (co-module) XP? 57, 
上 节 中 用 具体 模型 讨论 了 有 理 形式 的 反射 方程 ,现在 从 (6. 9. 50 X 
出 发 讨论 一 般 特性 ,在 YBE 解 中 有 一 类 (如 目 旋 1⁄2 模型 )R 矩阵 
具有 很 好 的 对 称 性 : 


R(x) = PR(z)>P = Ё (x) (6.9.6) 
例如 (6. 7.7) 式 即 满 足 (6. 9. 6) 式 ,那么 这 时 (6. 9. 5) 式 即 可 改 
写 为 : 
Ё (хут!) K(z) R (ху) Ку) 
= KG) Ё (ху) K(x) Ё (хут!) (6. 9. 7) 
或 
Ë (zy) KG) Ё (ху) Ky) 
= Koo Ё Gy) К(х) Ё (хуг!) (6. 9. 8) 


它们 的 图 示 见 图 6.10. 反射 方程 (6. 9. 8) 式 或 (6. 9.7) 式 有 如 下 重 
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要 性 质 : 
如 果 K(x) 满 足 反 射 方程 (6. 9.7) 式 ,R(x) 和 矩阵 满足 (6. 9. 6) 
式 的 对 称 形 式 , 并 且 天 矩阵 元 是 c 数 ,那么 (ze 为 一 固定 参数 ) 


К (x) = T@az)K(xz12| (T (z r) } (6. 9. 9) 

必 满 足下 面 的 反射 方程 
К( ху!) К (z)RCzyzo) K (y) = K GoRGyz) K GOR(xy"!| 
(6. 9. 10) 


[证 明 ] 考虑 到 Ох) АУРЕ. 
么 正 条 件 : R (271) = po R Go) 7 


К( х7!) = p(X)R(X) ! 
归 一 条 件 : R (zx = 1) = 常数 . 1, Rae = 1) = И.Р 
渐 近 行为 : К (х = е“ = оо) = S, R (x = e 0) = 57! 
(6. 9.11) 
Е oel) Н Ер, ЛИН 


(R( xy !)) 1 = {р(ху 0) R(x ly) 
Ж xxx. gi (6. 9. 4): Н] ЕЁ 
(Te) ' [RGy 7) ) ТС) 


= POIR zy) yT) (6. 9. 12) 
可 以 写 为 
[T( z lxç1) } R(zyzxo) Тоу) | 
= TYR (ayz) (T( rx) ) (6.9. 13) 


从 而 有 


1 2 
R(xy !) К‹х)Ё‹хуху) Ky) 


jer a ры CR ШЫН и 
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= R( ry )TG) Ki LL) T(r zr) RCryro) TG) 


e K( yzy?) (Т услу!) y 


— Rory )TG) K| xxt?) TOR Czyz.) [(T(= zç!) zs 


= (R(zy“1) Tæ) TO») Ki xz) RGyz) (улу) 
Tx FP yag) y 
= TO) TGO (Roy) K( xxl) ROryzo) K( угу?) ) 
1 


{T(r tust {Тула} 


将 (6.9. DAP z — am. y — yx, 则 上 式 第 一 个 大 括号 内 用 
(6. 9. 5) 式 右 端 代替 ,得 


1 2 
R( xy )KGOR(Gyz) KG) 
— TG) TG) Kl уху*) RCryz) K [ zz?) R(zxy 1) 
(Dnus) p By tae) р 
再 利用 (6. 9. 13) 式 的 变形 
R( xy) (Т0) ) (ТО) = {ТО} ә) Ry) 
并 将 其 中 工 —> X Xo, y — y ro!, 则 有 
1 2 
К( ху!) К(х)РВ(тух,) KG) 


2 2 1 
= T (y) K( уху?) TCR (zyx) 


a — «à ра 
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。 K ( xxi) (271251) К хут!) 


2 1 
— K GORGyxQ) K (rz)R( ry |) 


于 是 (6. 9. 10) 式 得 证 .上 面 稍 微 详细 地 给 出 了 推导 ,因为 这 类 运算 
是 有 反射 矩阵 K 时 的 典型 运算 。 当 ze == 1 时 ,(6. 9.10) 式 说 明 当 
K GO (6. 9.5) 式 , 则 开 (z) 必 定 满足 (6. 9. 5) 式 。 在 这 个 性 质 的 
基础 上 ,可 证 明 以 下 定理 -3 

定理 : 如 果 

a = R(x), Bl RGOZ = RGOS 


(6.9. 14) 
R(x !)*R(xx)— gr, x e 


其 中 g Ges xo) 为 任意 函数 ,i 5 t 分 别 表示 对 1 空间 与 2 空间 的 
矩阵 转 置 ,同时 玉 (z) 是 c 数 和 矩阵 , 则 
r(x) = tr(KG) K (т)} 
= tr(K(x) 'T(G)DOK(xxl"^) Т(ж xg) >} (6.9.15) 


满足 对 易 关 系 
[r(z), r(y) ]= 0 (6. 9. 16) 


为 证 明 这 个 重要 关系 式 , 它 引出 了 有 反射 时 的 守恒 量 族 ,首先 给 出 
要 用 到 的 关系 式 。 对 反射 方程 (6. 9. 5) 两 端 取 逆 , 有 


R(xy |)! KG) RGy)" Kay)" 
= KG) RGy) KG)? RGy) 
BERI H Z 1ЕЎЕ ЖМ (6.9. 6) 式 ,上 式 变 为 
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R(z ly) KG)" R( xy) KC) 
= KO) R(x^iy) KG) R( riy) 
再 对 1, 2 空间 取 转 置 ,注意 到 (6. 9. 15) 式 ,有 
R(z ly) (KO) PRO y) (KG)? 
= (Koo! PR Ey) {K "R ey) 
ЕБЕ,  А,ВДА 
tr(AB) = tr ABO, tr CASBh) = t, CASS B) 


利用 以 上 关系 式 , 得 


т(х)т(у) 
| 1 ~ 
= tr (( K) Ra) hr (Ку) Ё QD) 


| 1 2 
tr (( K) КО) (KG) Коу)} 


try; ( K (x)^!) 1 KO) (ху, xo) | 


1 2 
e К(х!у-!)%Ё(хух)\( KGr))^ ҜСу)) 


g xy, zo ltr (( KG) 1) Ret y") 
1 2 
- [CKG07) 88 [KR GO ROryro) Косу) Ja) 
= gGy, z.) trail KGO)7)^ R 71у!) 
2 l 2 
e [(К(у) 7!) 2 Ja K GO)RG yz) К(у)} 


= (ху, x) lp(zy 1) tr, [R(z 1y)(K (n)71)5 
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° R(z ly DEK (у) 1) as 
1 2 
e R(zy 1) KGORGyz) K (g) ) 
= g(zy, z) pay 1) tr (Кут) RO! y) 
(KE G7) ^R! y) hi 
2 1 
‚ KO»RGyz) KGOR(xy !)] 


= (лу, хо) pl ry!) tru lÍ K (y) Y)*R(x-1y71) 


(KG) 7) 5R(x73y) 
2 = 
. | KGORG yz) К(х)К( ху!) pj 


— giry, Xo) trj { | KODER a'y) ( K(x)71)^ 


epl ху!) "R(x y) RCÓxy `) 
2 1 
e [K(y)R(zyzo) K (z) J) 
= g(ry, zo) tnl (ODT) *R(x71y7) (KQ)7)^ 
2 1 
e [К (у)К(хух,) К (х) J:) 
= try (Ky) 1) K (х) lg(zy, z) | 
2 1 
'Ё(х!у-!)"Ё(тух) (К(Су)) 5 K (z) 
2 1 
= onu EOD RO) S KC)! Kx) 


= tr, Í (KGo-)*CK GOD) 8 jr (KC)! К (х)) 
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= т(у)г(х) 


(6.9. 16) 式 得 证 .上 面 有 意 写 得 特别 详细 ,因为 一 般 文 献 中 不 易 看 
得 很 清楚 。(6. 9. 16) 式 表示 , 选 z 使 得 (6. 9. 14) 式 被 满足 , 且 
T (aii (6. 9.4) 式 , 则 


r(z) = tr(T(x ro) КО) T(K (zz) ) 
(6.9.17) 


对 xz 的 展开 式 是 守恒 量 , 其 中 天 为 满足 (6. 9. 5) 式 的 c 数 解 。 


r(Z) = Mya" (6.9.18) 


a= — <= 


中 ун fg SF48 Ж. (B (6. 9. 6) 式 是 个 比较 严 的 限制 ,如 何 去 掉 
(6. 9. 6) 式 的 限制 又 能 构造 出 rz) 来 ,是 个 有 兴趣 的 问题 。 
现在 以 自 旋 1/2 链 为 例 。 取 (6. 7. DRY R GO, B 
xq — z q' 
К(х) = 
+q — х `` 

(ш = д —– q’) (6. 9. 19) 

它 满足 (6. 9. 6), НН C6. 9. 14) 式 
Ка (x REL) = g(z, х,)д, ды 

确定 出 z = q ° 


同时 解 反射 方程 (6. 9. 5) 式 ,得 到 K GO] c ЖОЙ С?П. 


x 0 
K (z) = P | (6. 9. 20) 


注意 到 
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TG)! = (det T(x)) ^7 Таба D — Tua o 
x = q 
— T (q x) Т\С x) 


(6. 9. 21) 


其 中 
det, T (£) = Т, (ӘТ, (q х) — TiTa (gq x) 


(6. 9. 22) 
det TC) 5 T Cy), 8 XT X: 


[det (х), T (y), ]= 0 (6. 9.23) 


亦 即 дет, Сх) 2g Po BEDA XE RE Ж c GO Ep T PA E Z Aik ha , T (5 
满足 (6. 9.16) 式 。 引 入 


T (2714) = де, T (27151) {T (a'r) ) 7! 


Т (9х 5 — T(qx )y 
— (6. 9. 24) 
EN T(qx 4 Т (qz)! 
易 验 证 
T (xq) = o,T (z 1q)o, 
于 是 得 到 ， 


т(х) = tr(K (G0 ТС) КОд) T (a'g) 1 (6.9.25) 
ЖН > — xq", fid T Gea 7099 T GOTBIS SI 


т(х) = tr( K(x q*) "T GOK(Gzq^?) T (x7 1) ) 
(6. 9. 26) 


这 正 是 文献 L52] 中 给 出 的 结果 。 因 此 (6. 9. 19) 式 给 出 的 XXZ RE 
型 ,在 周期 性 边界 条 件 或 无 穷 长 链 情况 下 ,其 哈密 顿 量 是 由 
trT(x) 展 开 式 生成 的 。 但 在 有 边界 反射 情况 下 , 除 YBE 的 (6. 9. 
1) 式 外 ,还 有 边界 方程 (6. 9. 50, ЖЕЕ КО) ЫГ НК У N 
的 XXZ 模型 ,需要 考虑 格 点 == 1 与 入 处 的 影响 , 即 如 (6. 9. 26) 


$6.9 反射 方程 .守恒 量 373 


式 所 示 的 哈密 顿 量 ,由 于 9g = e^. Bl 


N-—] —1 
_ q + q 
H = 2 ; 


l l | 222 3 „3 
Oant] 0,0, 1 0,0, 1 
і 


— б! 
+ | A |а а) (6. 9. 27) 


ПЕ НОЕ AR E c GO DAZ ERR 92, 当 g 为 单位 根 时 
ARALL ЈА, ЕО. 

(2) 反射 方程 的 YB 化 

正如 同 YBE 的 解 六 (x) 与 BGR R= S = lim R (z) 一 样 , 反 


射 方程 (6. 9. 5) 也 可 以 取 谱 参数 的 极限 , 当 х. y co (z = e“), H 
ry — co F , 5 S 相应 有 


R = limR(z) = PS, Ё (х) PR(x) (6.9.28) 
K = limK(zx), R= PRP = SP 
(6. 9.5) 式 变 为 
®ЁКЁК=КЕКЁ (6. 9. 29) 
HT P 为 置换 算 符 ,知道 ВСВ 解 便 可 以 知道 R УР, В 
(6. 9. 5) 式 变 成 已 知 BGR RERE К 的 问题 。 已 知 (6. 9. 29) 式 中 
K 的 解 ,得 到 满足 依赖 于 谱 参 数 的 反射 方程 (6. 9. 5) 的 过 程 称 为 
反射 方程 的 YB 化 ,为 了 方便 , 先 把 (6. 9. 29) 式 变 为 BGR 形式 , 容 
易 用 分 量 形式 证 明 (6. 9. 29) 式 与 (6. 9. 5) 式 可 写 为 : 
29349939: (6. 9. 30) 
Ë (zy `) К (x) R (ху) Ky) 
= KG» Ё (ху) K(z) Ё (хуг!) (6.9. 31) 


为 了 简单 , 取 尺 为 (6. 2.16) 形 式 , 问 : 第 一 步 如 何 得 到 К, — 
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步 如 何 得 到 K(x)? 
第 一 步 是 直接 解 (6. 9. 30) 式 。 令 
Z Y 
K = | | (6. 9. 32) 
X U 


将 (6.9. 32) 式 代入 (6. 9. 30) 式 得 到 X, Y, Z S U 应 当 满足 的 对 


ОХ = а ХО, UY = q'YU 
[0, Z] =0, [X, Z] =— q !wUX 
[X, Y] = а 'wquz —U?) 
[Y, Z. = wYU, w-—q-—qgq' 
它们 也 组 成 一 个 代数 ,有 两 个 Casimir P OIR): 
cı =U + q2Z, c, = det,K =UZ — YX (6. 9.34) 


可 证 明天 的 道 为 


K^-—cjl(l-—qK) (6. 9. 35) 
由 于 
— 4 К? + c, K = c, 
K= = сз? éI — 2с К, + qK?) 
可 证 : 
cR, Kj?^]--q'l R, K1] = 0 (6. 9. 36) 
它 对 以 后 计算 有 用 。 


由 于 六 具有 本 征 值 g 与 一 g-!, 取 RR 的 YB 化 
Ё (z) = T R— x" R- 
并 设 
K(x) = K + alr)ce, K (6. 9.37) 


(6. 9. 33) 


参考 文献 375 


将 它们 代入 (6. 9. 31) 式 可 决定 出 
а(х) =+ g °= ° (6. 9. 38) 
因为 天 (z) 可 差 任 意 公 因子 , 故 可 取 


К (х) = rK + ос,х КУ! 
а= + q ° 


(6. 9. 39) 


a] 8 , dH. R WE E C6. 2. 18? 即 非 标准 解 , 则 得 
К(х) = (х — z DK —q''xcl (6. 9. 40) 


对 于 任何 具有 两 个 分 立 本 征 值 的 六 LK. 可 以 作 更 广泛 的 YB 化 ,可 
参阅 文献 [51]。 当 讨论 常数 解 时 , 尺 标准 解 (6. 2. 16) 式 决定 的 
K(x) 正 是 (6. 9. 39) 式 。 

上 述 的 作法 还 可 以 推广 到 更 多 的 顶 角 形式 的 BGR ,基本 计算 
的 精神 都 是 与 以 上 处 理 类 似 的 。 

最 后 要 指出 ,由 § 6.8 业已 看 到 ,有 理 形式 的 В, 类 型 万 花 简 
散射 , 正 是 А, 类 型 的 YBE 加 上 反射 方程 (6. 9. 15) 。 这 个 现象 说 明 
有 时 为 了 考虑 反射 (边界 ) 效 应 ,最 简单 的 方案 是 扩大 通常 A, 代数 
到 B, 代数 ,这 样 相当 于 考虑 了 A, 的 反射 问题 。 而 一 条 线 上 N 个 
点 的 置换 正 是 4w 的 Weyl 群 ,其 简单 的 物理 模型 就 是 N 个 8 函 
数 作用 势 。 与 B, 相应 的 物理 模型 已 在 $5.4 中 讨论 过 ， 
(5. 4. 24) 式 正 是 6 函数 作用 势 具有 边界 反射 的 推广 。 至 于 有 反射 
情况 的 YBE 型 的 解 的 物理 应 用 ,以 后 还 会 有 讨论 。 
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第 + = 


量子 代数 及 玻 色 实现 


当 给 定 YBE 的 某 个 三 角 解 时 , 即 R C(x) 可 以 用 xz 的 多 项 式 表 
示 时 ,满足 RTT 关系 的 T(x) 和 矩阵 可 展开 为 : 


+ оо 
T (х) — ^ LT”, Т) = | TE? | 


n= — ску 


一 般 说 ,如 果 不 考虑 仿 射 代数 ,用 ВСЕ 经 过 YB 化 得 到 R (x) 时 ， 
含 z 的 寡 次 并 不 高 ,甚至 只 是 x 的 线性 函数 SU), SUN), 
N > 2 的 基本 表示 ), 但 T(z) 却 含有 无 穷 次 震 ( 而 Yangian H u 
HARRASKA u MWE r= езх = е“), 在 7 了 (xz) 中 包含 
一 个 子 集 , 它 大 体 相 当 于 КО) ЧК. ТЕ Yangian 中 含有 一 
个 子 集 ,就 是 经 典 李 代数 ,现在 T(z) 中 的 子 集 就 是 9 变形 的 李 代 
数 , 与 Yangian 中 (J 部 分 对 应 的 TCr) 的 其 余部 分 实际 对 应 变形 
Kac-Moody 代数 一 。 描 述 数学 物理 中 的 量子 代数 方面 已 有 不 少 
著作 。 本 书 将 从 不 同 的 角度 , 即 ЕКТ (Faddeev-Reshetikhin- 
Takhtajan) 方 案 得 到 量子 代数 。 这 样 做 的 优点 是 便于 和 物理 模 
型 联系 ,因为 蛤 密 顿 量 来 源 于 T(x) 矩阵 ,而 量子 代数 由 TT 对 易 关 
系 决 定 ,RTT 关系 又 上 自动 保证 Serre 关系 。 在 计算 之 前 ,要 指出 的 
是 ,虽然 六 矩阵 依赖 于 表示 ,但 Tw(Cz) 的 子 集中 每 个 元 素 皆 为 量 
子 室 间 中 的 算 符 ,这 些 算 符 间 的 对 易 关 系 却 是 与 表示 无 关 的 。 因 
而 ,比较 方便 的 是 从 丸和 矩阵 简单 的 表示 出 发 ,决定 量子 代数 结构 。 
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为 了 记号 方便 ,以 后 用 LCz) 表 示 7 了 (xz) 中 的 某 一 个 对 x 展开 为 有 
REKRITE. 

з Жн х= RRE JEU Jp 2B К tE X 8KL1—5 ri 26 HB 4 
书 不 再 多 作 介 绍 。 
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RTT 关系 熟知 为 
R Gay T (z) Т(у) = Т(у) GT GO Ё (ху!) 
(7.1.1) 


Еф х = е", у= е УЗЖ. LL A: 4 и» оо, ü — оо, u — Ç — 
co 时 


Ë (z— co) = 5, R (х= 1) = І (7.1.2) 
其 中 S 5 BGR, ШЖ T(z) 存在 极限 
limT (x) = T = MN (7. 1. 3) 


那么 (7. 1.1) 式 的 渐 近 行为 变 为 


SGT @ T) = (Т @ T)S (T. 1. 4) 
或 用 R = PS 
表示 。 
(19 (2) (2) (1) 
ЕТТ = T TR (7. 1. 5) 


因此 ,给 定 BGR , Ez E [ЖЖ лл TUBE] EET 5555Ж: 


S, ma CT 的 Гул. ы = (T @ T», „а mn, ki 


Вр 
Sij, mn mki ы = T im T mS mn, ki (7. 1. 6) 
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Е :, J« .. =]. 2, ..., N, М? X МВСВ S istis. ЙН | 
旋 1/2 系统 ,S HH (06.2. SK CR ERO IA Ib, ХЫ T, 8 2 x 258 7 


阵 , 设 为 : 
i ñ » "a 
T — = 
c d Ta Т» 
FEO.1.6)3&'B.S Bg G, jo = 1, 2 各 个 元 代入 ,其 中 Sm 编 


号 为 ( 见 第 六 章 (6. 2. 17) 式 ) 


11 12 21 22 


11 (9 | 
12 0 1 
S = 
21 1 q —q" 
22 | q) 


例如 ， S;;. nnd oa ui = T; nS un, ы» 1 — 1, J == 2, k = l = 1, Wi] 2с 
3g H 9 Sia = 1, НВ Su, u = q- т = 2, п= 1. Т.Г. 
— Tulfag, Вр ас 一 q ca, 等 等 , 列 出 所 有 的 关系 为 


ab = q а, ас = дса, bc = cb 
bd = 47:4, cd = q ас (7.1.7) 
ad — da = (q ! — q)bc 
上 面 最 后 的 关系 式 可 表示 为 
ad — q^bc = da — qbc = det,T 
即 Bj а 变形 的 行列 式 , 当 9 = 1 时 , 它 回 到 通常 的 行列 式 定义 。 
det T 的 一 个 重要 性 质 是 


[de T, А] = 0, A=a,b,c,d 


即 与 任意 元 素 a，6，… 对 易 , 所 以 它 是 ,2，… 组 成 的 集合 的 中 
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o. FELA 
bca = qiabc, ad = q bc + da — абс 
将 它们 代入 后 , 易 知 : 
[Cad — q с), a ]= 0 
АЈ ЈЕ RC fl # , 6 48 : 


d —4 
T-! = елэ | 7 | (7. 1. 8) 


— gic а 


由 于 历史 原因 ,不 少 文献 将 T = (а, b, с, d) 这 个 集合 称 为 量子 
群 。 当然 , 它 并 不 满足 通常 群 论 的 性 质 , 因 而 量子 群 不 是 群 “ ,为 
了 理解 自 旋 1/2 系统 的 量子 对 易 关 系 的 物理 含义 ,可 做 以 下 练习 。 
在 通常 量子 力学 中 ,常常 引入 


-去 ile 
A*] Vil ii 
不 考虑 谐振 子 的 哈密 顿 量 形 式 ), 上 式 只 是 Bogoliubov 类 型 变换 


的 特殊 形式 
M Е » — Md | x 
P lsing cos@0 — 1р 


仍 有 АА-АА = 1。 现在 假设 B | 作 以 下 "转动 ” 


1p 
x | à | 
° T = 
— 1р c d 
其 中 了 的 各 个 元 素 是 算 符 , 且 满 足 自 旋 1⁄2 系统 的 量子 对 易 关 系 
(7.1.7) 式 ,并 要 求 det,T = 1, 经 简单 的 计算 可 得 : 


384 PECE 3 6 3 B 
AA—q'AA = (— i)(det,T)(%p 一 gpz) 
= (— DG — qpr) 


也 就 是 说 , ЖШ (х, 一 ip) 组 成 的 一 个 新 型 平面 的 转动 变换 。 特 
点 是 ,这 个 转动 变换 的 矩阵 元 是 不 可 对 易 的 ,也 即 相 当 于 “转动 角 ” 
的 各 个 元 素 不 再 是 对 易 的 。 但 允许 这 种 “量子 转动 ”要 付出 一 个 代 
价 , 就 是 x 与 p 应 满足 g 变形 的 对 易 关 系 。 上 述 “ 平 面 ” 仅 是 一 般 量 
子平 面 的 极 特 殊 情 况 。 所 请“ 平面 ”不 过 由 于 了 是 2X 2 矩阵 ,一 般 
说 当 BGR 为 № x N' Ж peor b T. 则 为 N x N 矩阵 ,这 时 “ 平 
面 ” 应 理解 为 量子 超 曲 面 。 量 子平 面 的 概念 首先 是 由 Manin 引入 
的 中 ,可 以 想到 在 这 个 平面 上 所 有 的 微 积 分 计算 要 重新 定义 ,因而 
表现 为 不 可 对 易 几 何 。 这 个 理论 Wess-Zumino 等 认真 研究 

当 BGRS 为 任意 时 ,就 可 得 到 7% 间 的 对 易 关 系 (a, = 1, 
2,，…， N), Kir FEF 38 , 

D 平移 算 符 与 q 变形 对 易 关 系 

上 面 遇 到 了 AB = qBA 这 种 类 型 的 对 易 关 系 。 乍 一 看 似乎 不 
易 接 受 ,但 事实 上 ,这 只 是 初等 量子 力学 的 结果 。 为 说 明 这 个 问题 ， 

В =e, C = ег" 


Hz. p] = 1, БЇ E W 343 AR Y 为 参数 , 则 由 
BC EM E — eže”? 
СВ = e?" = e Fe? 


HES 
ВС = qCB (7.1.9) 


JE à (7. 1.9) 式 关系 称 为 海 森 伯 -外 和 尔 (Heisenberg-Weyl) 代 数 关 
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系 。 这 个 例子 中 ,z 可 视 为 坐标 算 符 ,p 为 平移 的 无 穷 小 生成 元 ,而 
e 与 e “为 它们 的 指数 映射 , 亦 即 为 群 元 。 所 以 (7. 1. 9) 式 类 型 对 
易 关 系 反 映 了 某 种 变换 的 群 元 的 交换 关系 .换言之 ,人 们 非常 熟悉 
量子 力学 中 的 算 符 ( 李 群 无 穷 小 算 符 ) ,并 熟练 地 使 用 它 。 实 际 上 ， 
群 元 素 是 更 本 质 的 ,如 果 使 用 整体 变换 语言 描述 量子 力学 ,就 必须 
面 对 (7.1. 9) 式 类 型 的 关系 ,而 非 线性 相互 作用 的 严格 理论 一 般 不 
能 用 微 扰 论处 理 ,(7.1. 9) 式 类 型 的 对 易 关 系 则 是 不 可 避免 的 。 

(7.1. 9) 式 最 好 的 说 明 是 电子 在 垂直 于 二 维 平 面 恒 磁 场 中 的 
运动 ( 朗 道 能 级 )。 由 于 在 二 维 平面 中 , 当 磁 场 召 = Bue: 时 ,其 力学 
动量 为 : 

тт = p + eÀ 

E А = AG, у) ARA, p = (bo Рр), SIN m = 


"rii + im,) , ШШЩ 
[z , л" |= eB, 
2 


e" e” — eoe" е” ( g — eo) 


这 里 е" 就 是 通常 的 平移 算 符 。 因 此 在 物理 中 广泛 使 用 的 平移 算 
符 ,其 实 就 是 最 简单 的 量子 群 算 符 。 以 后 在 讨论 物理 应 用 时 ,还 会 
回 到 这 个 问题 。 类 似 的 形式 ,可 以 推广 到 超 对 称 量子 力学 ,在 引入 
”反对 易 c 数 后 ,甚至 可 以 推广 到 三 维 空间 .在 (7.1.9) 式 例子 中 ,如 
R q 为 任意 的 ,(7.1. 9) 式 不 会 告诉 比 Lr, p] = i 更 多 的 结果 ,但 
是 如 果 g 是 1 的 某 阶 次 的 根 ,那么 (7. 1.9) 式 便 有 独立 的 意义 , 因 
为 这 时 已 经 不 属于 李 代 数 了 。 
2) 如 果 a 与 B 为 平面 上 位 移 撩 量 , ula) = ее" 


етет — е/2еі "е!" 
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即 有 | 
и(а)и (В) = gq'uCB)uCa) 


q = e? 


Жн Ф 为 穿 过 面积 ах В| 的 磁 通 量 。 由 此 很 清楚 地 了 解 4 参数 
的 本 质 , 当 多 为 任意 时 ,g 可 为 任意 , 当 磁 通 量 量子 化 时 , 即 更 为 两 
个 互 质 素数 之 比 时 4 为 单位 根 。 可 以 想到 ,这 两 种 情况 将 有 极 大 的 
不 同 。 

这 里 需要 指出 的 是 ,因为 通常 量子 力学 中 只 有 李 代 数 和 它 的 
指数 映射 一 一 李 群 ,所 以 用 熟悉 的 算 符 去 实现 量子 群 必 须 通过 指 
数 形式 。 但 量子 群 一 般 形式 不 能 表 为 指数 映射 ,这 表明 , 非 线 性 相 
互 作 用 中 有 某 些 部 分 有 可 能 不 能 通过 熟知 的 量子 力学 的 算 符 的 指 
数 形式 表达 。 有 关 海 森 伯 -外 尔 代数 与 量子 代数 的 联系 可 参阅 文献 
| 117-13], 
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由 于 尺 (x) 矩阵 的 三 角 解 一 般 可 写成 谱 参 数 的 多 项 式 ,可 以 
想到 ,也 可 以 利用 将 了 (x) 展 开 成 xz КЕККЕ КТТ 关系 。 先 
考虑 BGR 有 两 个 本 征 值 的 情况 ,这 时 为 了 区 别 , 用 工 Cz) 人 代替 
Tx), 

(1) R (х) = z R. фат Ё. (7.2.1) 


亦 即 ,如 令 BGR X S.M) R, = S, R. ——S-,HNH.LGON 
Ж: 
R (zy !)(L(z=) 69 L(y)) = (L(y) Lr)) R (ху!) 
4 
L(z) = zL, + xL. (7. 2. 2) 


(rod sou "NM AJ ` 
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将 (7. 2. 1) 式 与 (7, 2. DRAG. 9. 3) 式 中 ,由 于 557. = I(R , 


R —— D, 只 有 以 下 关系 式 是 独立 的 : 
S (L: GO Li) = СГ.) Г.) (7. 2. 3) 
S(L,@ L )= (1,-@1,)5 (7.2.4) 


在 得 到 上 式 时 ,用 到 S 为 与 闵 (zx) 相 应 的 具有 两 个 独立 本 征 值 的 
BGR, 然而 要 强调 的 是 ,FRT 证 明 ,(7. 2.3)、(7.2.4) 式 对 任意 本 
征 值 的 5 都 是 对 的 中 ,当然 它们 只 是 充分 的 最 简单 形式 。 

1) 先 考 虑 最 简单 的 情况 

S 满足 (6. 2.7) 式 , 即 自 旋 1/2 模型 。 将 (6. 2.7) 式 代入 (7.2. 3) 
式 与 (7.2. 4) 式 , 按 (6. 2.7) 式 的 标号 写 出 所 有 的 关系 ,当中 有 一 些 
是 不 独立 的 , 稍 做 化 简 后 ,得 到 以 下 关系 式 : 


L, = || L, || 
с= 1,1, = 二 1, 2 (对 o, i. 7 相 重 不 求 和 ) 
LL = 0 (7.2. 5) 
[15,15] = 0G,j— 5,2 e—— D (7.2.6) 
14; = "ГАТА 
p» = q "LaL; 
[Li La ]= (gq — gq- dLalt — LaLa) — (7.2.8) 
e(1) = — 1, (2) =+ 1 


(7. 2. 50 3X HH 


Li Lj La 0 
І^ = j= (7. 2. 9) 
0 L; Lz Lz 


(7. 2.6) 式 表明 上 + 中 对 角 元 间 都 是 对 易 的 。 满 足 (7.2.5) 式 一 (7. 
2. 9) 式 的 简单 形式 ,可 09 Q = q Dil L^ 
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^ осек | K 0 
L= . L = 
0 K^! —(Q—Q'oX К 
(7. 2. 10) 
则 (7. 2.5) 式 一 (7.2.9) 式 简化 为 
K` = Q*'X* 
K? — K- (7.2.11) 
+ = ]= ХВ 
| X ° X ] Q — Q! 


这 个 对 易 关 系 是 通常 SLD: Q — 1 BR, IK K = д" = 
e :， 它 回 到 通常 的 SZL(2) 对 易 关 系 。 这 种 类 似 关 系 始 于 文 
献 L14] ,并 由 Jimbo 建立 了 一 般 数 学 理论 .(7. 2. 11) 式 所 示 的 对 易 
关系 ,连用 以 下 定义 的 运算 。 
А 4&3 1X: (co-product) : 
e = 160 К + K@1 


(7.2.12) 
A(X*) = ХК +K QX 


5 (antipode). 


Sd) = 1, S(K) = K^, S(X*) =— q*!X* 
(7. 2. 13) 


g(co-unit): 
(1) = 1, e(K) = e(X*) = 0 (7. 2.14) 


组 成 了 量子 代数 U, (SL(2))。 这 种 形式 的 量子 代数 是 Jimbo 等 首 
先 提出 来 的 中 。 由 于 本 书 主要 关心 从 比较 物理 的 角度 理解 量子 代 
数 , 较 为 数学 化 的 东西 将 放 在 以 后 处 理 。 有 关 (7. 2.12) — (7. 
2.14) 式 也 放 在 以 后 讨论 。 现 在 关心 的 是 ; (7. 2. 11) 式 只 不 过 是 
RTT 关系 式 (7. 2.5) 一 (7.2.9) 形 式 上 的 简化 ,并 没有 用 更 基本 的 
算 符 把 这 些 关系 实现 出 来 。 现 在 寻找 (7. 2.5) 式 一 (7.2. 9) 式 的 一 
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p- K ME ui (g, В + е Ut 
| 0 L} 0 f, В 


кН. 


(7.2.15) 
(h, B+ h. AC: f 4 


Li Ls 


其 中 da ，g+，A+， 广 为 待定 参数 ,4，B，C 为 对 易 关 系 待 定 的 量 
子 空 间 算 符 , 它 们 由 RTT 关系 决定 ,将 (7. 2. 15) 式 代入 
(7. 2.5) 式 一 (7.2.9) 式 ,得 到 ; 


| B] = 0, АС = д СА, BC = qCB 
g-h-= /- 4, g. ho f+ d- 


特殊 地 选择 B = 4-:, 诸 系数 皆 为 1 时 ,整个 对 易 关 系 (7. 2. 5) 式 ~ 
《7. 2. 9) 式 可 以 用 两 个 独立 算 符 4 与 C 表示 出 来 。 选 择 Li SL. 
如 (7. 2.15) 式 所 示 , 轴 满足 了 量子 代数 的 对 易 关 系 。 换 言 之 ,量子 
力学 空间 中 的 海 森 们 -外 尔 代数 是 量子 代数 关系 ( 当 gw = D 
《7. 2. 10) 式 (7. 2. 11)? 式 最 简单 的 实现 。 这 与 在 通常 量子 力学 中 ， 
许多 算 符 的 对 易 关 系 可 以 用 动量 与 坐标 实现 相 类 似 。 不 过 现在 是 
用 群 元 素来 表示 的 。(7. 2. 16) 式 在 手 征 Potts 模型 中 的 应 用 参见 
文献 [15]。 作 为 B =A 的 例子 ,由 于 电荷 算 符 Q 与 相位 算 符 4 
AREE, A 


(7.2.16) 


[Q, #] = iQ (Q 为 电荷) (7.2.17) 
(XE Cooper 对 时 , Q— 29 ), 引 入 指数 算 符 , 则 有 


P -iğ 
eilet = e+e 29 (7. 2. 18) 


4 À = e°, C = e*, q = e°, WA AC = q 'СА. "E (HIE Е 
(7.2.5)— (7. 2.9) XB] RTT 关系 的 量子 力学 算 符 的 实现 。 
上 面 只 讨论 了 与 SL(2) 相 应 的 量子 代数 。 给 出 了 复杂 一 些 的 
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R(x) 和 矩阵 , 当 它 只 有 两 个 分 立 本 征 值 时 ,对 相应 的 BGR S Ж 


(6. 2. 17) 式 就 得 出 了 L;; 的 对 易 关 系 式 , 从 而 决定 了 相应 的 量子 代 
数 的 结构 。 

2) 由 R17 计算 量子 代数 

H (6. 4.12234. (6. 4. 13) 式 知道 ,由 自 旋 1 与 1/2 构成 的 
BGR 标准 解 为 : 


q 
0 q Q 
1 1 q, 
Siz = _ (7.2.19) 
0 q'Q 
q Q 
Q 
P 
0 q^Q 
dq q | 
52! = | (7. 2. 20) 
0 q Q 
1 Q» 
Q 


其 中 
919 = Qw — q °) Ge = q — q ) (7. 2.21) 


当 q, = 9, Q = q Bf , ERI RENE BJ S Сизоп) N Bip E 
的 结果 。 它 的 YB {ин РНТ": 


К'т(т) = zA,[ K) ! + A, R5 
(7. 2. 22) 
+A 


R7! (r) = zA, ( R4) 
其 中 


mm 


bizla ` 
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A 2 
A, = ç, Ea = (Q? (7. 2. 23) 


当选 择 任 意 ау 5 q; 时 ,Q 由 (7.2.21) 式 决定 ,这 时 解 依赖 于 三 个 
参数 , 它 不 能 由 通常 的 聚合 规则 构成 。 然 而 ,由 (7. 2. 19 3X E (02 
属于 两 个 本 征 值 问 题 。 此 时 RTT 关系 变 为 : 
Ry Lt (z) 69 (у) = L(y) Q L* (x) R Gy?) 
(7. 2. 24) 


L (r) = жі? + z ТА 


— 1,4 
s= 1, 2) (7. 2. 25) 


将 (7. 2. 22) 式 代入 (7. 2. 24) 式 得 到 ; 


M 


(ізо) = [L гл) 
TO LL -Q L: 
(7. 2. 26) 
vli l Y, li 
К |10917) = (130 L4) К 
цал) [ie ra) Kh 
其 中 
Li Lh Li, Li 0 0 
Lí—.0 Ls Li il, Ll= | L; Loo 0 
,| a [8 2° 
L? = , L= 
0 La Ft feed 


(7. 2. 27) 
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将 (7. 2. 27) 式 代入 (7. 2. 26) 式 ,经 过 相当 的 计算 ,得 到 以 下 解 (为 


与 文献 L16] 一 致 , 令 9 = wi, qg = w, Q = р): 


К? E y+ q` K(X*) 
10 
1 — 
а= [| К; Kik; x+ 
0 0 КК; * 
КК; * e 
wq’ — —2 
p-| Um] K: 
qOKSKRICY | i K-KX- 
1 КК, K K,X 
L? = 
+ 0 K,K;! 
l K,K;! 0 
L? == 
- [KKIX- KK, 
诸 算 符 满足 以 下 对 易 关 系 : 


K,X* Kj! = (pg)*?X* 
K,X*K; = (pa` *2X* 


(qp OX* X —– (9 !f)pX X^ 


= 4 ‘(9 — 9 OK; (KK? — KIK;7) 


K.K, = К„К,, 参看 ) — 0 


相应 的 co-product, co-unit 5 antipode 为 


0 1 
0 


K? 


4+ 


(7.2.28) 


(7. 2. 29) 


(7. 2. 30) 
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A(K,) = K, QK, AK) = K, @ K, 

ACX+) = Кг) X* + XOK; 

A(X ) = X QRK; + Kr’ OX- 

€(X^) = 0, €K) = eK; = 1 (7.2. 31) 

S(X") = — p'qKiK;X * 

S(X-) 一 一 pg KiX- 

S(K,) = Ki’, S(K,) = Ку! 
34 p = q, w =w, ШК, = I, C ll] Sub ERE. (ХУ) = 0 表示 
只 允许 二 维 表示 。 


实际 上 按 FRT 理论 上 ,已 知 艺 (包括 L+ ), 量 子 代数 的 co- 
product JJ. 


AQ)-—LGL, BAC) У. Q Ly (7.2.32) 
, k 


co-unit 为 €(L) = 1, Mj antipode Н С 的 存在 性 
SCL) = CL* С^! (7. 2. 33) 
定义 ,C 满足 : 
LCLC = CL'C1!L = I (7. 2. 34) 


其 中 上 代表 转 置 。 在 本 问题 中 ,C 矩阵 的 矩阵 元 为 


C. = (— q)'O tJ = + LIEST 0 
(7. 2. 30) 式 可 以 简化 ,引入 
X*— ХЕК, К=К К, 


则 它 可 化 为 ， 
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K Х+ K` = дт X= 
К, Х+ Ку! = (рд!) X= (7. 2. 35) 
[X*, Х- ]= 4749 — qK — K^?) 

t NEER ME Х®-» a7" ( 一 gq-!) 后 , 正 是 (7.2.11) 式 的 推广 ， 


X p = q = 9,8 К, = І, [8139 С7. 2.11), 
满足 (7. 2. 30) 式 的 简单 表示 可 选 为 : 


K Е Ба 0 | Е | 0 | 

| | 0 (рд), ^" 0 (pq 1) ^ 
0 _1 — q`! 0 0 
enm Latus 
0 0 — (9—9) 0 

(7. 2. 36) 


本 节 的 具体 计算 参阅 文献 [16]。 我 们 看 到 标准 解 时 给 出 的 代 
数 就 是 D-J (Drinfeld-Jimbo ) 结 构 。 

(2) A, 量子 代数 

虽然 给 定 BGR 矩阵 ,使 用 ЕТТ 关系 决定 量子 代数 时 ,应 用 
了 BGR RR 的 具体 表示 ,但 得 到 的 是 算 符 的 对 易 关 系 ,它们 是 不 依 
赖 于 表示 的 。 因 此 ,最 方便 的 是 从 基本 表示 对 应 的 BGR 出 发 ,对 
T А, 代数 ,BGR 有 两 个 独立 的 本 征 值 ,因而 可 以 用 本 节 的 方式 求 
相应 的 量子 代数 的 对 易 关 系 。 已 知 A, АНУ А (с), 


R (х) = zŠ — z S! 


= > (zu, — Tur En Q Eu 


+ (х — х!) > ES (9) Eg. 
ay В 


— À MÀ  —— 
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+ (rw > +z wo ]E 90) Ер (7.2.37) 


а> В т< 8 


rh Ё (Юю ҮВЕ. 163.1. 13) 式 中 , 当 取 人 的 矩阵 元 为 关 元 素 
时 它 就 是 YBE ,也 就 是 说 , 取 


(Gp), = RC) (7.2.38) 


一 定 是 RTT 关系 的 解 ,因为 这 时 RTT 关系 就 是 YBE 自己 。 故 当 
已 知 YBE 的 解 时 ,利用 六 (z) 抢 阵 ,就 可 以 立即 读 出 相应 的 T C) 
ЕЕН RERO, H (7. 2. 380 3X 40,24 x — оо ў хг! — 0 В, 
Г.С В SIX L-5 La, НЕ RTT 关系 就 是 YBE B 
Ci , 故 由 (7. 2. 38) 式 取 极 限 就 可 以 决定 出 LG, j= 1, 2, =, N) 
的 矩阵 形式 。 简 单 的 计算 给 出 : 


Li | Tio = хК;, Lj |o =— xK;! 
(7. 2. 39) 


Lisi laso z eX; p Га |a = ru X? 
其 中 
DO = 4,0,0,; 十 0, (1 — 94) 
(K; D, = u, 9,9, + Š, (1 一 9,) 
Х l = En, ХГ = Esa (EE) = 0,50, 


上 式 i 指标 相 重 不 代表 求 和 。 由 于 尺 (z) 满 足 YBE, 因 而 乙 , 满 足 
RTT x £. 


R (ry O( LGO @ LOO) = (LO) Q LGO) Ё (жуг!) 
(7. 2. 40) 


其 中 RC(z) 由 (7.2. 37) 式 给 出 。 将 (7. 2. 39) 式 代入 (7. 2. 40) 式 ,并 
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利用 记号 
K; — К.К, Ку! 一 K; 天 i++ 
则 得 到 算 符 KF , ХР 的 对 易 关 系 G.J 一 1，2，…，Ni N = n + 
1): 
Ki KF = Kr KP, (X7) = 0 
K} XF K7 = Gu DX; 
Ki XE Kh, = (ua) XF 
(7.2.41) 


Ki XÈ K>, = (и) X} 


К+ХЕЁК; = Xf (|-> 1) 


由 于 ЕТТ 关系 自动 提供 Serre 关系 ,所 以 不 必 管 它 , 在 所 选 特殊 
表示 下 即 为 (XF)? = 0。 上 式 中 任意 u, 可 选 为 g sk —9 (一般 取 
иу = q), 34 BJ и, 均 取 为 9 时 ,为 通常 标准 解 , 即 当 ww 二 gg G = 1, 
2,…,， N) 上 式 可 大 大 简化 ，; 


K K, = q*I 


K#XFK;! = qX} GBUMHE ARD (7 。 42) 
һо, 
[Xi . X; |= 9, уг 


А; = E; m Е; 1, +1 $ КЕК = КЕКЕ 


其 中 ao 为 A, ЖЕШ SEGA РЕЈ. KEE D-J 量子 代数 构成 方案 的 


e M. . 
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结 来 。 但 当 至 少 有 一 个 中 心 元 素 wu 取 一 q 时 ,情况 就 不 是 这 样 。 


例如 对 A, CSU (52) , n У u, = u, = u; = q, и = u, = — 97), M 
代数 关系 变 为 ; 
K+ —Kr 
Хе, X; |= ó; — — 
Xr. x J= E E 
K'XPK; = wt' XF (7. 2. 43) 


(w°) XE, j,k = 1, 2 或 Jok = 3, 4 
Ki XF K; = а Ху. Jk — 2,3 
XË, |j—5| 1 


可 以 直接 验证 ,这 个 结果 与 用 一 般 计 算 方法 算出 的 对 易 关 系 是 一 
致 的 58， 19] А 
当 取 诸 La Cr) W BET 28 НК АЕТ, 


Tala) = У) La б) LG) G9 @ L,, GO 


(7. 2. 44) 
或 T c) = L(x) C9 Lr) 69 +++ 69 L (m) 
则 得 到 (w — q — q i 
Ti, + (Z) | ro = х Ut !А(Х/) 
Т1, Сх) | zlo 一 z" lw IALT) 
| (7. 2. 45) 
T; | eer UU AQ) 


T; | 1 = z" 'A(K;) 


其 中 A УЖЖ: 
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ACX?) = УК, ©) ыы Q 天 ;+1 C9 Xr Q K, Ж s.. QK, 
д(Х;) = SKO КГ @ X; OKTO  @ КА 


АКР) = КЎ КЎ 

(7.2.46) 
在 标准 解 时 ,它们 回 到 通常 余 乘 积 的 定义 。 这 里 强调 的 是 , 按 
Jimbo 量子 代数 的 定义 ,有 三 个 因素 :一 是 形 如 (7. 2. 42) 式 的 对 易 


关系 ;二 是 co-product counit, antipode 等 运算 ;三 是 q-Serre X 
Ж; 


1 一 а;; 
>， (一 | , | (XP) (XE (XE = 0 G E j) 


р (7. 2. 47) 
其 中 ашал. |") дея е, 
g” 


[m], 一 [m]),[m 10011, [m], = oe 
用 RTT 关系 决定 量子 代数 关系 的 一 大 优点 是 , 它 自 动 保 证 
满足 了 q Serre 关系 中 ,而 从 单纯 代数 关系 计算 满足 这 个 关系 还 是 
需要 相当 计算 的 。 
为 了 说 明 A 量子 代数 的 一 般 特点 ,对 SL(5) 基 本 表示 求解 
(7.2. 3) 式 与 (7. 2. 4) 式 ,L+ 是 5 x 5 (8 E= ЕЕ. L W| F 
ZAER EE w = q — q ', Ш 
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57. 2 


(6v `6°/) 
CX 2X1— [хрм 
0 У - 2 一 
0 0 N 
0 0 0 
0 0 0 
(8T 24) 
"M 
"c 


[4X ' X] ya 
LLAX ХХ yy: 


ССС XJ Ix] x doe. DUX X] IX] м2 Dx “AXJ У: 


LEX x] x] y'y:— СХ x] *x] "xa 


ар 
X: — 
To! 
0 


0 
"x 
iX? 
[+Х EX y: 


[[ `X X] & -X] yiya EN 
[x ' XJ 
IX — 


| 
| 
- 


+7 


— 


м © © © coc 


0 
0 
0 
+X: P 
+X? 
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其 中 
К.К, = К,К, G, у = 1, 2, ..., N — 1) 


(N 


m XE (K K, )+172 


X++ = q* 
K? = K,Kiu, = #7 
现在 以 SL(5) 为 例 讨 论 两 件 事 情 ， 
形 如 (7. 2. 48) 式 的 工 和 矩阵 解 的 根 图 有 几何 说 明 。 观 察 (7. 


2. 48) 式 的 非 对 角 元 ,以 SU (5) 为 例 , 其 李 代 数 的 正 根 分别 为 a, 
Q5» *'*, а, E ZR | 


0 e, ata al 十 as 十 a о + a, + аз +a, 
0 0 2» a, 十 a; а 十 a; a, 
L'—|0 0 0 Qs а + a, 
0 0 0 0 а, 
0 0 0 0 0 
(7.2.50) 
Wi C7. 2. 43) 式 为 
H KEAT! = qtu Xi 

其 中 а = — 1 + 38,, |í — j| < 1 


It SUG), BREC. 2. 43) 式 例子 中 有 


aiz = a, 一 一 2 十 inc/inw， a, = — Ilng/Ino 


亦 即 ,等 效 而 言 o TEIE A TAE T An EE A >4 ЕЈС. 
SLCN) 的 q-Serre 关系 : 当 |у — il > 1 BT, а, = 0, Serre 关系 
为 : 


o 
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Son 4 | X+) X = 0 
t5 [X:, ХЕ ]= 0, i~ j| > 1 £1fr , 
Ба = — 1 (|j — |] 二 1) 相应 ,Serre 关系 为 


(ХЕ) ХА, 一 《1 + а) ХХА, XF 一 ХА. (Х#)? = 0 


h F (X#E) = 0, w= 1, ЖЕН 5. 因此 ,上 述 RTT 关系 
自动 满足 了 Serre 关系 ,实际 上 对 任意 单 李 代数 法 捷 耶 夫 
(Faddeev ) 等 早 就 一 般 性 地 证 明了 这 点 
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(OD 非 标准 解 情况 

非 标准 解 已 由 (6. 2. 56) 式 给 出 ,其 中 w= e^, 形式 上 , 当 
t— o ! (6. 2.56) 式 给 出 标准 解 。 此 时 将 Sese [ARE CT. 2. DA, 
(7.2.4) 式 的 S, 注 意 它 们 对 三 个 本 征 值 仍 正确 ,经 过 计算 ,可 


得 -2 
K, uw Х+ iww ZK (+Ð 
L'—|0 K —it"ZKj'K,X* (7.3.1) 
0 0 Ki 'K; 
Кт! 0 0 
L = — wX- K;! 0 


iww ZK,(X-) it^ZK,K;'X- KK; 


其 中 诸 算 符 满足 
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(X*)? = 0, [K,, К, | = 0 
K, Х+ Кү! = t+! Х+ 


K, X* Ку! = (at)*! Xt (7. 3. 2) 
[X*, X] = w^ (K,Kz! — K,K1) 
引入 
=; — 1-1} 1⁄2 
K! = AK: ,X= = X+ 
А = "a — е”, Де =] 
则 (7. 3. DREH 
M = 0, КХК АХ (7.3. 3) 
[X*, X-]= (K? — K D/(A— А!) T> 


这 是 个 有 兴趣 的 结果 , 它 说 明 , 在 (6. 2. 56) 式 的 BGR Ж P, 虽然 
有 参数 1, 但 非 标 准 解 中 ,参数 :并非 量子 代数 中 的 参数 。4 才 是 真 
正 的 参数 , 且 4 为 单位 根 , 26 = 1。 由 (6.2.56) 式 决定 的 量子 代数 
是 4 为 单位 根 时 的 D-J 的 结果 。 且 (X:)= 0 就 是 所 谓 仿 射 SL(2) 
的 Serre 关系 式 。 从 这 个 例子 也 可 以 看 出 ,尽管 BGR 的 维 数 增加 ， 
7) 维 数 也 随 之 增加 ,但 量子 代数 独立 生成 元 个 数 仍 是 由 Kt, X* 
组 成 , 即 个 数 与 表示 无 关 。 

(2) 自 旋 1 模型 标准 解 的 工 算 符 的 YB 化 

这 时 有 三 个 独立 本 征 值 ,为 了 说 明 (7. 2. 3) 式 与 (7. 2.4) 式 的 
正确 性 ,现在 用 本 例子 证 明 这 一 点 。 由 于 Sus HIE YB 化 ,得 到 
YBE 的 解 为 


R (=) = r(x — DqSgk + (1 —q)(1 — gri — q* (x — DSgs 


= (х, +r R + Ё, | (7. 3. 4) 
其 中 
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R,—-aü-,90-3$01— R.— Ё. 


AX 


+= 955%, R_ = 4°5»ж 
相应 地 ,假设 
T (xr) — zL + rL + 1% (7. 3. 5) 


将 它们 代入 RTT 关系 (6. 9. 3) 式 ,得 到 以 下 关系 式 : 


R. (LQ L+) = (L, @ L.R. 
R, GLO = (L -Q L R, (7.3.6) 
кү (1,9 Lo) = (Lo @ Li )R, 


R, (L_@ L.) — R- (L, @ L_) СІЧІ, @ L) 

= (Lo OL )R, — (L_G@) L.R + СІС) L.) 
R, (Lo @L,) — R- (Li Lo) + СІЧ) L.) 

= (L,@ LOR,.— (L, Q L, )R_+ СІІ, @ L.) 
R, (L, @ L4) — R- (LLQ L-) + СІЧ, @ L_) 

= (LB Lj)R,— (L-.Q@ L. )R_+ СІС OL) 
R_ (L QL) — R, GG 1) + CIƏ(L_@ 1) 

= (LLQ LoR.— (L, @ L_)R, + СІС, @ L_) 


(7. 3. 7) 
L. = 0 Lo Là |Ó L- = | L Lo La 
0 0 Lt Lı Ls La 


La Lle Lh 
Z = | La Loo | Lo 
Li Lob Lu 
经 过 相当 的 计算 ” ,发 现 有 两 种 解 : 
1) 通常 解 
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К owt+ — "MEE E 
4 1+9 


0 1 K X+ 
0 0 天 一 
K`! 0 0 
L _ EN q "X^ 1 0 
i __ „14% 
7 i кх)! KX- K 
— (1 + q) ФКХ 0 
L = | q^KX- — 0+0 X+ X-— qK — K^? —X* 
0 — X- — (1 + q) 
(7. 3. 8) 


其 中 KX: K =q" X+, [X+, X-]— Q — (K: — КУ), Æ 
重新 标 度 后 ,就 是 通常 的 UCSLC2))( 见 (7.2.11) 式 ) ,这 个 例子 说 
明 , 与 BGR 的 YB 化 相应 , 算 符 L(x)( 妈 T(zx)) 可 用 类 似 方 式 作 
YB 化 。 一 

2) Ly = aLi 十 a ! L. (a 为 任意 参数 ) 解 

这 时 (7. 3. DRM E RTT 关系 ,但 必须 满足 条 件 OX = 
(X = 0, 亦 即 依赖 具体 表示 ,但 它 回 到 FRT 方案 形式 。 

(3) 量子 代数 

B,, Cno D, 李 代 数 决 定 的 BGR 已 在 第 四 章 中 给 出 ,在 标准 情 
况 下 ,它们 有 三 个 分 立 本 征 值 , 给 定 相 应 的 BGR G, 可 决定 出 相应 
量子 代数 全 ,它们 重复 给 出 D-J 的 量子 代数 结构 。 

用 FRT 方案 得 到 量子 代数 结构 的 优点 是 无 论 何 种 BGR £i 
构 都 可 得 到 相应 的 量子 代数 ,而 且 不 必 担 心 Serre 关系 ,它们 是 自 
动 满足 的 。 缺 点 是 从 BGR 的 具体 表示 出 发 ,计算 较 繁 。 

相关 于 单 李 代数 结构 的 量子 代数 在 数学 上 属于 霍 普 夫 代 数 ,它们 
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在 数学 上 已 相当 成 熟 。 现 在 用 物理 工作 者 较 易 接受 的 语言 作 简 要 介 
绍 。 由 于 本 书目 的 不 在 于 重复 数学 上 这 一 分 支 的 定理 和 结论 ,而 在 于 
努力 将 这 些 数学 结论 及 其 发 展 在 物理 中 加 以 实现 ,所 以 本 节 只 简要 介 
绍 一 下 基本 概念 ,便于 以 后 的 讨论 。 在 举例 中 常常 以 SL(2) 为 例 ,但 
都 可 以 推广 到 SLCN) ,或 其 他 如 SU (N ) 等 李 代 数 情况 。 

1) 简单 的 量子 代数 ,我 们 知道 ,物理 世界 是 由 对 称 性 支配 的 ， 
而 对 称 性 则 由 群 论 描述 . 群 本 质 上 代表 某 种 变换 , 它 依赖 于 变换 的 
一 组 参数 。 李 代数 之 所 以 重要 在 于 它 描 述 了 变换 群 的 无 穷 小 行为 ， 
而 知道 这 个 行为 ,求解 微分 方程 就 可 以 决定 较 大 范围 的 行为 ,这 就 
是 将 李 代 数 生成 元 放 在 指数 上 , 即 可 描述 群 元 的 道理 。 李 代数 空间 
是 个 向 量 空 间 , 例 如 用 泡 利 矩 阵 表 示 李 代数 生成 元 就 是 o, 即 为 二 
度 矢 量 , 不 过 不 同 o 分 量 不 对 易 办 了 。 所 有 2X2 矩阵 都 可 以 用 单 


位 矩阵 了 与 c 展开 , 即 任意 2X2 矩阵 均 可 用 ouo. 表示 ,其 中 


o, = 1, oo 一 aa 一 1，2，3)，ze 为 相应 “系数 ”, 即 组 成 代数 空间 。 
我 们 熟悉 的 量子 力学 是 线性 理论 ,因而 用 李 代 数 这 一 矢量 空间 (及 
其 张 量 积 ) 描 述 已 经 足够 。 然 而 在 非 线 性 相互 作用 理论 中 ,如 果 也 
9| A" ERE” e. 来 描述 它 的 对 称 性 ,可 以 想象 , 当 将 这 个 基 矢 e, 
用 原来 李 代 数 基 展开 ,原则 上 必定 包含 无 穷 多 项 ,因为 非 线 性 的 相 
互 作用 项 用 微 扰 论 展开 原则 上 必定 含 无 穷 项 (当然 ,如 果 选 用 了 具 
体 表示 , 则 可 能 为 有 限 )。 正 像 李 代数 情况 那样 ,必须 对 这 些 基 矢 的 
运算 作 一 些 规定 ,这 种 扩展 在 数学 上 有 一 个 成 熟 的 分 支 , 称 为 霍 普 
夫 代 数 。 设 ev，ep，… 为 该 代数 的 基 矢 , 它 着 重 强调 了 代数 基 和 大 
{eo} 在 它们 张 量 空间 中 的 运算 规则 : 
а) 乘积 (multiplication)m: 


m (e, 6) 0,) = mie. (对 rt 求 和 》 (7. 3. 9) 
相应 由 {es} 构 成 的 代数 在 m 运算 下 即 变 为 
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m (AG A) — A 


注意 ,上 式 中 mC.69e) BJ t RUE МОШ B$ XB КЕЛН ҖЕ, B|] > Ce, Co ср) 
= ecep = mspe:， 而 矩阵 相 习 后 仍 由 它 上 自嘲 基 矢 去 分 解 。 
b) ЭЖЕЙ! (co-multiplication) ; 
矢量 空间 向 张 量 空间 的 运算 
Ale) = ue, Ce, OS o, с RA) (7. 3. 10) 
从 代数 上 看 ， 
A:A>— AQA 
它 满足 
Alab) = A(a)AQ) (7.3.11) 


RB a, 20А 中 的 任意 元 素 。 
c) Antipode: 


5 (е,) = Уе, (7. 3.12) 
Вр S.A — А 
但 | 
Slab) = SHS), S= TSTS) 
f 4) co-unit: 
Eele) = с, (c, 为 某 复数 ) (7.3.14) 
EA>C, 
这 些 运算 有 许多 性 质 , 有 关 的 介绍 参见 文献 L1 一 6j 及 所 引文 献 。 为 
了 今后 需要 而 仅 用 到 它们 的 具体 形式 。 引 入 对 偶 基 e, CHE: 


multiplication: e'e? = ue (7. 3. 15) 
co-multiplication( 余 乘积 ): A(e’) = те" С) е" (7. 3.16) 


antipode: $(е°) = QUO (7. 3. 17) 
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co-unit: Eele) = c? (7.3.18) 


这 里 重要 的 是 ,对 偶 性 质 表现 在 ее" 09 36 1: 5B [EE 3 e 的 余 乘 积 
的 系数 .而 e 的 余 乘积 的 矩阵 表示 是 ере, 的 乘法 和 矩阵 表示 的 转 置 。 
2) 量子 代数 的 关系 式 
Drinfeld 定理 ; 


o + A(a) Zt = RAla) (7. 3. 19) 
其 中 a 为 霍 普 夫 代 数 任意 基 矢 ,o 为 置换 算 符 
ola @ ó) = (Ьа) 
R = е, Се ( 相 重 代表 求 和 》 (7. 3. 20) 


以 及 
(AG) id)9t = 21,2, 
Gd QNR = RR (7. 3. 21) 
(S Qid)R = R! 

Rm 


21, = ee Oe ©) І 
t, = e, @ I бе? (7. 3. 22) 
Z£,-—1609)e Ф) е 

H (7. 3. 15) 式 和 (7. 3. 16) 式 可 以 推出 、 


LE Mge e’ = uU mee, (7. 3. 23) 


其 计算 如 下 : 
左 端 二 о + A(e,)% = o * (e, Q e) (es C9) e?) 


= (e, Q е„) Ces Q е?) 
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р (e, С) е„) (ea Q e?) 
= uf'e,es Q e,e" 
= тузе, (X) e,e" 
右 端 = (е, @ e ACGe) 
= uf (e, @ е“) (e, б) eO 


EP (еле, ©) е“е„) 


| 


y а 
атое, G9 efe, 


于 是 
L? m ge ое? — ut mee, 
这 个 定理 的 直接 结果 有 : 
RRi Ra = Ro Ri Ra (7. 3.24) 
其 中 


Rag = e, @ е“ OI 
Ris = eg GO I C9 e? 
23 = Гео е (指标 相 重 代表 求 和 ) 
证 明 (7. 3. 24) XX: 
E= (е, С) е" @ Г) (ев @ [I @ e0 0 @ e, б) e) 
елер Q erey Q ehe 
mge, Q e'er ©) ub e" 
= mitt, e, Q9 e'e, О) e° 
右 端 = (1 6) еу 6G) е) (ев б) 169 е?) (е, С) е" @ Г) 
= ese, Q ese" Q e e 
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== me. (X) eye" (9) e" 


H (7. 3. 23) 式 知 , 与 左 端 相 等 , 即 (7. 3. 24) 式 成 立 。(7. 3. 24) UE 
是 YBE 的 (3. 1.24) 式 的 渐 近 形式 。 因 此 ,只 要 找到 一 组 基 {ev )}， 
(e^ 就 可 以 构造 出 % ETE. ҤЕ EE Juk К RE. 

通常 ,与 李 代 数 相 联 系 的 量子 代数 由 生成 元 XF、 天 F 组 成 ， 
它们 满足 关系 : 


K,X* Кг! = qtu X F 


， . = : . А —1 = —1 一 
天 天 一 天 大， 天 大， 一 天 天 一 1 (4 4 55) 


[Xr , Ху] = a, BR 
连同 Serre 关系 ( 当 李 代数 不 是 SL(2) 时 ): 


i-a; 1 n à; 
$c »| | | (Xi) (GG = 0 G= j) 
k=0 q 


(7. 3. 26) 


其 中 a BARONE ширк. |" | no 变形 的 组 合 系数 ， 


即 等 于 Lt. 以 及 运算 ， 


АСК,) = K, @ K, 
А(Х#) = XE @ K, + Ki! @ XË 
(7. 3. 27) 
SCXE) =—q''XE, S(K,)= Кү! 
є(Х^) = 0, eK) = 1 


EINAR 3E BES B Е, ИДИ": 
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КЕ 
€] = K! = 
O t 
1 0 | 1 
1 — — —] 一 ] __ — 一 
w 
e, = K = 
0 r£! 
0 0 1 
2 __ — —1 __ „—1 
е? = б = eK UK) (7 — 8) 
d 
e, = X_ = 
1 O0 
0 1) 
e = tG 2 — t)» | 
0 0 
首先 ,由 
Асе) = AK) = К Ө) К! =e Qe 
Alee) = К) = K @ K = е, @ е, 
Ale) = A(X_) = КТО) Х_ + X CO К 
= e, © es + ез @ е, 
Alep) = Ze, C9 e. 


дї = ad = uy gu = 1, 其 他 为 零 。 
Bi. 


t? 0 
m (ei Ф) e,) = ее, = mie, = 0 ү 


(7.3.28) 
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1 і — t , 1—1 
СЕ = үнү: 
同 理 有 
m mí 1 mi, — m 
12 12 t + p! 21 21 
再 由 
ACe!) = mee” 69 e" 
得 到 
у rm-i _ 
Ale ) = 2 ту ACK) — tACK) | 
= [=a Ba — t Qe) 
由 于 
tlel + te, е, = te! + t'e 
得 到 


A(e' ) =| =p] {т 3e 69e! 4-2 (ебе? + e2@2e!) - te? C9? 
ree —t e 69e —tCe! Ge? --e?COel )) 
TN 
= 5 — | е'@де! + = | ee 
E (e! 69e? + e?Q9e! ) 


亦 即 由 (7. 3. 1603À8 mi, Ej № m Ga е, ) 等 计算 出 的 ms 相 符合。 类 
似 可 分 别 计算 ACe') 与 A(e,)(i = 1, 2, 3), 导致 与 (7. 3. 9) 式 相符 
HAR, VER = e。 3 e"( 相 重 指标 求 和 ) 用 表示 计算 出 ,为 


р! t^? 


tT? — t) t B (172—1) 1 


(7. 3. 29) 
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注意 公 因 子 上 可 以 丢掉 , 令 C? = q, 则 (不 管 公共 因子 27) 


(7. 3. 30) 


(7. 3. 30) 式 正 是 熟知 的 SL(2) 相 应 的 BGR 4x 4 EER. 
事实 上 ,由 Drinfeld 定理 (7. 3. 19) 的 分 量 形式 : 


[с M ACa) Jij, mn Rmn, ы 一 Ri, m LA (a) Jan, ki (7. 3. 31) 
当 取 a X BT Н C7. 3. 27) À 
c ЛАХ.) = o (XE QK: + Kr! X?) 


= K, @ X: + XE @ K;' 


即 
左 端 = (К,© XE + Xt ©К) и 
1з Ж = Ё „mn CX? б) К, + Ку! Ф) 区 十 ) kl 
= Kj | XE) Kw + СКГ] 
= R, mL (K;® XF) + (Xt ©К Y) lin. a 
即 有 
Г, (K, @ X} 十 Xt © КУ] = 0 (7. 3. 32) 
同 理 


[(R,K,GK]-L[R,K^ QK ]=0 (7.3.33) 


上 式 右 端 本 质 上 是 一 种 co-product (7. 3. 220 X. КРФ, M 
АЕ, R BS SER BIOS R SE pe. 
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(4) 4 学 单位 根 时 , КЕЕ 55 q 变形 的 C-G 系数 
由 于 一 般 情 况 久 矩阵 为 N2 x N2 非 异 抢 阵 , 它 可 以 对 角 化 , 当 
g 不 为 单位 根 ,g 可 以 是 实数 ,因此 有 


URU—R,,U'U—-UU' = I 


НА, ЖМ f E BE, E AH Н.Ж S8 IS 2S IE (B (А, А, +, 
Àm » "°... Ам} 于 是 


M 
R= X| „ТШТ (7. 3. 34) 


m= | 


其 中 In DER 对 角 化 方 阵 中 ,将 相应 的 本 征 值 换 为 1, 而 1 出 
现 的 个 数 为 出 现 的 重 数 。 显 然 


ІІ, = &,L, OW n RRM) (7.3. 35) 
引入 
C, = UI, (7. 3. 36) 
则 有 
м 
R= У)А„С„С! (7. 3. 37) 
Y 
定义 
P, = CC = UI,UT (7. 3. 38) 
易 证 


Р.Р, = „Р, Ofn ЖЖЖ) 


M 
> P, = 1 (7. 3. 39) 


亦 即 Р, 是 第 m 个 子 空间 的 投影 算 符 。 
iX U, CSL (2D) R5BEE BOE RS PIT. miERIpPR-S, 
(6. 2. DEFE ZEZEN q. E 32 AETRAJ —q . M 


 — ——— — a. Y 一 一 -一 -一 -一 一 一 一 -一 一 一 -nr Ta. 
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9 
R, = 4 un 
— 9 
9 
1 О 
= l + C =) 
4 0 7 1 
1 0 
= gl; + (— q 1 
相应 地 
1 
u=) — | -1 
/1+4 \ч_ 1 
1 
1 
v-| аа 
м1+9(—9 1 
1 
1 
| 1 
P, —-UIU! = l | °| 
1+9 9 д? 
1 
0 
1 4 —q 
P, = 
1+4|—4 1 | 
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1 0 0 0 
— 1⁄2 
0 —£—— 0 
Vg 十 gg 
С, = 1 
q 2 
0 —— —— 0 0 
ма +9 ' 
0 0 1 
0 0 0 0 
— £A1/2 
0 0 —4—— 0 
C. — ма +q' 
2 o q^ 
0 о = 0 
ма+ 9. 
0 0 0 0 


易 知 ,对 上 自 旋 十 ， — dk" A 


++) 
| ++)! | | 
Loy) (т +) Hl MH) 
zi "nm “ча ' 
— | 
| б lo 0) 
y | ——) 
0 0) 
| 十 十 》 | 
4+) lo 0 
— 1 _ 
J=) Venu toa “一 十) 
| —— >?) 


|0 0) 
(7. 3. 40) 


它们 在 9 = 1 时 分 别 对 应 对 称 态 (C1) 与 反对 称 态 (一 Cs), 所 以 С, 


与 (一 C,) 就 是 g 变形 的 C-G 系数 。 因 此 ,凡是 与 李 代 数 分 解 
(6.2. 11) 式 相应 的 g 变形 导致 的 量子 代数 表示 论 与 尺 和 矩阵 ,都 可 
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以 用 g 变形 的 C-G 系数 来 进行 计算 。 这 方面 系统 的 讨论 见 本 音 文 
献 [5]。 当 然 ,在 q 为 单位 根 时 要 特别 小 心 ,因为 = Eg 
二 一 1 ERI DAE УЖ, е Uf HE Г” 的, 以 后 将 着 重 研究 q 
为 单位 根 情况 ,因为 恰 是 这 种 情况 在 物理 中 出 现 比 较 多 .另外 要 强 
调 的 是 ,应 用 g 变形 C-G ЖЕТ, А Еа + b = c + d, 这 是 比较 
严 的 限制 。 由 于 R% 只 是 算 符 R = e, Q e° 的 表示 ,原则 上 满足 
(7. 3.24) 式 的 R 的 形式 并 不 一 定 必需 满足 每 个 散射 道 的 各 自 权 
守恒 关系 。 因 为 BGR (YBE 的 渐 近 形式 ) 是 三 进 三 出 粒子 散射 矩 
阵 的 因 式 化 条 件 。 设 入 射 粒子 的 胜 自 旋 指 标 为 a, b, c, 出 射 的 为 
a, b, c ,事实 上 只 需要 4a 十 5 十 c= 二 a' + b + ¿' 即 可 保证 反应 
前 后 总 的 权 守 和 恒 *1。 

最 后 要 强调 ,上 面 只 着 重用 和 矩阵 表示 介绍 了 R 和 窍 阵 .量子 代 
数 基 矢 等 。 但 这 些 基 矢 都 是 算 符 ,R 也 是 算 符 ,用 量子 代数 
(7. 3.24)— (7. 3.26) 式 及 其 表示 论 可 以 建立 起 整个 理论 框架 。 

(5) SLD 9570572 4 

对 SL(2) ,相应 的 量子 代数 为 SLO), Z H q 变形 的 角 动 量 
算 符 构 成 。 这 时 在 (7. 3.25) 式 中 i, ; — 1, EUG 


К = 4, х= J, хо == J_ 
H = J, = J; 
2 一 K š 


[z*, х7] = Ë 


" K = q^ix* 
| q — q° 


" Ja] = J. 


Ho — 
J}, J] = [24], = "E 
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Serre 关系 (7. 3. 26) 式 恒 满 足 , 相 应 的 各 种 运算 为 


A(H)= H@1+ 1G@ Н 
AQ*) = J*G q: + дн @ J= 
Sd) = 1, SQ) =— H 

SOQJ*) =— 43+ 

e(1) = 1, (Н) = (7+) = 0 
ACab) = Ala) Alb) 

elab) = e(a)e (b) 

S (ab) = SQ»S(a) 


这 时 可 由 Jo; ЊК ЙЯ: 


(7. 3. 42) 


(7. 3. 43) 


可 验证 它 满足 (7. 3. 24) 式 。 而 通常 R 矩阵 是 Z ВАЖНЕЕ, Н 
先 由 Drinfeld 给 出 2。 像 通常 角 动 量 那样 ,引入 态 矢 量 |7，m s 


т) = m|j, т) 
J. |j. т) = ([j £ ml £ m + 1])2|;, m + D 
(7. 3. 44) 
. . . . 1 3 
Я т = J> J — ls 9°, — J; J = 0, 2" 1, 2" "** 0 jn E RBS 
一 个 空间 中 权 为 广 ; 第 二 个 空间 中 权 为 J,,， 相 应 投影 为 mı 与 7712 • 
则 
(К? ут = (umi , Jam: |R| jim, » JoMo? 


1 
m +m momy +m, — m! от) Ст —m,—1) 
= m! +n Q ү"; тту" Rat mem, CP X 


(1 —q ?»vm 
[mi —т. ],! 
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Li tm]! 3. = ],1 [a —m; 1,1 [ja m; |! 
(7. 3.45) 


详细 推导 见 文献 [1， 2， 26]. ME J, = ja = i, т\, mo, тү, m; 


一 土 时 ,(7. 3. 45) 式 给 出 (6. 2. 17) 6+0 R ЖЕ. 
$7.4 U,(SL(2)) 的 玻 色 实现 


通常 自 旋 算 符 满足 对 易 关 系 : 
[5,, S5] = 1& ву: у (7.4.1) 


(a, B, У = 1, 2, 3) 


LS, S, | = + 5+ 
(7.4.2) 


[S., S. ] 一 25; 


人 们 熟知 , 自 旋 算 符 可 以 用 玻 色 算 符 以 许多 种 方式 实现 。 例 如 最 简 
单 的 方式 是 ; 


S= brb,, S = bb, 
; l (7.4. 3) 
ls = 5 Gib 一 bib) = ; 0“ — N,) 
其 中 
[b bt j=6, G,j=1,2 
ito. b,] = [6+, 6+]=0 (7. 4. 4) 


5| À. — Ë Fock 空间 , 称 为 Е(2). 
b, |0) = 0, N. |0) = 0 
(br )m Б)" 


V n ln! 


|0) (nis п, = 0, l, 2, I» 


Im, nj) = 


(7.4. 5) 


МАМ 


w ADA ы 
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则 角 动 量 态 可 用 (7. 4. 4) 式 展开 : 


|j; m) = {G + m)!(j — m)1) % Gd Y" (OE Y 7"|0) 
(7. 4. 6) 


RI RI C7. 4.3) 式 、(7.4.5) 式 与 (7.4. 6) 式 可 证 


S, |j. m) = (G FMG + m + 1)? |j, m + 1) 
| (7.4.7) 
S,|j, m) = m|j. m) 
因此 , 角 动 量 的 表象 理论 可 以 转化 为 玻 色 子粒 子 数 表 象 问题 .观察 
(7. 2.11) 式 ,SL(2) 是 SL(2) 的 g 变形 ,很 自然 地 将 上 述 玻 色 实 现 
E SL(2) 推 广 , 沿 这 个 方向 ,比较 公认 的 曾 有 三 组 学 者 独立 达到 相 
MHAR ,本 节 介 绍 的 主要 内 容 可 参阅 文献 [27，28，13，25] 。 
(1) SL(2) 的 玻 色 实现 
I J ,J 满足 (7.4.3) 式 ,引入 玻 色 算 符 7]， 


| аја,» J_= aza, 


1 1 (7.4.8) 
Jo = > М — №) = 7 Сата: 一 az a,) 


将 (7. 4. 8) 式 代入 (7.4.1) 式 ,作用 在 Fock 空间 上 ,得 到 ， 
aa? — q'ata; =q (9 为 任意 复数 ,对 ;不 求 和 ) 
三 at] 一 土 at (а 2a) 


^ (7. 4. 9) 
[rz.y;jl—0 G= j; х, у= N, а, ағ) 
注意 , №, 与 М, 不 同 。 相 应 的 q-Fock 空间 F,C2 
Ini, n.) = (aft )^ (ad | 0) 
а,|0› = 0, 入 lo) = o (7.4.10) 


G 一 1, 2; "у, n, 一 l, 2, =) 
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相应 地 : 
js т) = (Lj — mU + mJ],1) Car ) Саў" |0) 
(m = J, J — 1, °... — J) (7.4.11) 


有 时 为 了 方便 ,引入 


Q* = gs" (7. 4.12) 
则 有 
aa — 9 ага, = Q; 4 一 1，2) (7.4.13) 
QF? a, Q^ 一 діа 
(7.4.14) 
Qt QT= QT 9 = 1 (7.4.15) 


这 里 要 强调 ,上 述 玻 色 化 只 是 作用 在 Fock 空间 中 才 成 立 。 为 了 独 
立 研 究 算 符 ,要 定义 更 完整 的 9 玻 色 代 数 В,. 


B aat — дафа = q P: G = 1, 2) (7. 4.16) 
实际 上 ,上 述 概念 可 以 推广 到 7 维 空间 : 


af = 1@ 19+ Wa .1 (7. 4. 17) 
Jt] 35 E SC у 


аа} — q aja, = Š, = Q à; 
| ` ' | (7.4.18) 
[М,, а; ] = + аўё; 
Q*a;Q? = фаз 
(7. 4.19) 
Qta Q; = q* a; 


其 中 i, j= 1, 2, ++, 1, (7.4. 10D ÈM. 4. 190 SEO q 玻 色 代 
数 , 用 B, 代表。 以 上 两 式 还 可 简化 为 : 


aat— д a*a-q*^ (7. 4. 20) 
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Q*a*Q* = q*!a* 
| | (7.4.21) 
Q+ aQ * = q'a 
而 (7. 4. 20) 式 等 价 于 ; 
^ N EN N Q*— Q 
аса = [N] = 4 29—97! 
(7. 4. 22) 
A -— O 
aat= [N+ 1], =. LE 


q-Fock 空间 有 


i. cato), alo = 从 lo = o 


N En], ! (7. 4. 23) 


Q*|00 —0  (n=1,2, =) 
类 似 于 通常 粒子 数 表象 ,B, 8 9л: 


at |n) = М [n + 1],|n + 1) 
ajn) = N[n],in— 1) (7. 4. 24) 


Ñ In) = njn) 
Q^ |n) = q*"|n)> 
证 明 上 式 时 用 到 了 关系 式 
PM = [x ],6а+)" Qt q "(a^ "a 
Ма" = (а "(№ n) 


|n? = 


(7. 4. 25) 


上 面 的 表示 当 q 不 为 单位 根 时 ,是 不 可 约 的 。 

(2) q 为 单位 根 时 的 循环 表示 与 G. Lusztig 表示 

а" — 1 (或 一 1) 时 ,不 失 一 般 性 可 设 P ВЕ а" = + 1 的 最 
小 正 整 数 。 这 时 由 于 当 a 为 正 整数 时 
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А _ q'? LL g "P E 
Lla| P ], w 
所 以 在 (7. 4. 24) 式 中 |n) 的 表达 式 中 右 端 分 母 会 变 为 零 ,没有 意 
义 。 这 时 要 重新 定义 新 的 基 : 
|) = (а*+)"|0› 


A (7. 4.26) 


它们 组 成 Fock 空间 F, ПП В, 作用 在 f G0 E WJ ZR DU Ж: 


at f(n) = f(n + 1) 
af m) = |n], (п — 1) (7.4.27) 
Ñ fi) = nf) 


注意 到 [КР], = 0, St af (KP) = 0, 所 以 这 时 表示 (7. 4. 27) 式 是 
可 约 的 ,但 是 它 并 不 能 分 解 为 若干 个 不 变 子 空间 。 因 此 , 当 q 为 单 
位 根 时 ,量子 代数 是 可 约 但 不 可 分 解 的 .有 关 此 时 的 量子 代数 表示 
论 , 主 要 由 G. Lusztig 首先 提出 ,更 一 般 的 情况 由 С. de 
Concini 5 V. G. Кас 所 建立 中。 本 书 采 用 玻 色 化 的 语言 加 以 描 
述 ,主要 结果 取 自 文献 L11，26j 。 
Щщ g? = 1, (a*)* (a =a) 为 代数 中 心 。 
由 于 
alat)? = [P], (at) + (а? )?а 
[P] =0,q” = 1 
故 有 
[ae，(c+) | = 0 
(at > 自然 同 at E EG a^ = 1 BF, 70" 是 该 4 玻 色 代数 的 
Casimir 9 Ф; 


ta, (а)? | = 0 


codi eh ml s CIPIT I d PR sanpa 
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由 Schur 引 理 知道 
(а)? 一 一 £. I, e.c C (7. 4. 28) 


D 循环 表示 。 当 和 = 1, 6 天 0 时 ,可 以 证 明 这 时 表示 的 维 数 
必 严 格 为 PO ,这 称 为 循环 表示 。 这 时 与 通常 李 代数 表示 完全 
不 同 : 既 没有 最 高 权 表 示 , 也 没有 最 低 权 表示 ,而 是 | 已 ?的 行为 与 
10) 一 样 ,只 差 相 因子 。 这 时 Q+ 作 用 在 真空 态 时 为 对 角 , 可 以 允许 
出 现 某 一 相 因 子 7: 


e 一 Qt |0) = g*'|0>, Є C 
In? = (а*)"|0›,0<ял<Р—1 


(7. 4. 29) 


这 时 真空 态 |07 称 为 循环 真空 态 , 且 
Qt |n) = 4°" |а) (7.4. 30) 


为 了 使 (7. 4. 24) 式 与 (7. 4. 29) 式 一 致 , 须 有 


s vVIn--7],|n — 1> 
а |n) = NV[Ín-c7--1,ln—- 1) 


容易 直接 验证 (7. 4. 30), (7. 4. 31) 式 满足 (7. 4.20). (7.4.21) 
式 , 但 不 断 将 a! 作用 在 真空 态 上 ,有 


(at)? |0) = at (Cr ^! |0)) 


(7.4.31) 


=a" ([7+ 1] [9 + 2]: [9 + P — 11 FP —1) 
但 是 由 于 (7. 4. 280 A: 


(а*)? |0) = é€, |0) (а =a) (7. 4. 32) 
WVA: 


-|P — 1) = NL7+ Plhe™]0 = V [те |0) 


424 PEE ”量子 代数 及 玻 色 实现 


== (hU + 1)-7[2 + Pl1j} ee ™ 
其 中 e* 为 任意 相 因 子 。 类 似 地 ,有 
a|P — 1) = V[P +9 11, IP — 2) 
a^|P — 1) = a(a^ |P — 1») 
= {[7 + P — ill? P —2]- 


[7+ 1],}%а|0) = € |P — 1) 
BUB 


alo) = V [3],e*|P — 1) 


£ =“, 
` 综合 起 来 , 即 有 : 


aln) = /[7 +n] ln — 1), nZ 0 
а|0› = y [7],e* |P — 1) 
a* |n) = М Q@—+ x+ 1), n+ 1), nZ P —1 


at |P — 1) = v [7], e10) 
q^ = Q+, Q+ |n) = q'*"|»n 
9 = 1 
HAERA а! = 1, = 0, 如 图 7.17%. 
at 
0) — mw — рь) — ::. 0-2 Z ip- 


(7. 4. 33) 
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这 个 表示 是 量子 代数 所 特有 的 。 它 有 非常 明显 的 物理 意义 , 例 
如 & = e*, 其 中 人 F$ 为 量子 化 的 磁 通 量 等 于 两 个 互 质 素 的 比 乘 以 
2x, 这 时 循环 表示 与 磁 平 移 算 符 的 性 质 密切 相关 。 如 果 考 虑 量子 
力学 中 位 相 的 量子 化 ,那么 这 种 循环 表示 是 保证 么 正 性 的 Pegg- 
Barnett 方案 的 严格 描述 2 ДБ Ж TI ХЕ vs RI. ie 
今 为 止 , 只 有 循环 表示 是 量子 代数 与 实际 物理 问题 相 联 系 的 一 种 
表示 。 要 指出 ,这 种 表示 在 我 们 熟悉 的 量子 力学 中 实际 早已 存在 
了 ,但 由 于 在 量子 力学 中 人 们 已 习惯 于 李 代 数 表 示 论 ,那里 必定 有 
最 高 权 与 最 低 权 ,不 允许 有 循环 表示 。 然 而 ,在 磁 通 量子 化 时 ,不 可 
避免 地 过 到 循环 表示 。 人 们 用 磁 平 移 算 符 来 讨论 这 种 情况 时 , 常 避 
免 讨论 权 的 特点 ,但 实际 做 的 事情 就 是 具有 循环 表示 的 特点 .对 此 
以 后 将 详 加 分 析 。 

有 关 循 环 表 示 的 9 玻 色 化 (包括 超 代 数 情况 ), 可 参见 文献 [11 
7-13]. 

2) 9 = 1, 关 0 时 量子 代数 表示 。 我 们 已 经 了 解 , 当 9 不 是 
单位 根 时 ,g 玻 色 代数 只 有 无 限 维 表示 ,而 当 g” — 18]. (а=)? = €, 
为 Casimir; 4 €, = 0 if, HUE P 维 的 循环 表示 。 现 在 讨论 红 关 0 
的 情况 。 还 是 以 SL,(2) 为 例 , 更 广泛 的 情况 可 参阅 有 关 文 献 [30]， 
日 本 京都 学 派 是 最 早 注意 循环 表示 在 YB 系统 中 作用 的 。 现 在 介 
ZH Lusztig 表示 。 

从 (7. 4. 24) 式 出 发 ,将 ,= 作用 在 两 态 的 Fock 态 空 
BJ F(2 EIL: 


SW n, = l, 2, *°° (7. 4. 34) 


" п) = (ay )^ (az )" |0) 
а, |0) = Ñ,l0> = 0 G = 1, 2) 


这 时 将 量子 代数 算 符 Jes J. 作用 在 no no БВ: 
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J. |m, n;) = [25 1m + 1, n, — 1) 


J- |м, т) = [mhin — 1, 22 +1) (7. 4. 35) 


Ji], n; = l6. 一 n2) |n1, nz) 


由 于 整个 过 程 中 总 粒子 数 N = n, 十 2 始终 是 守恒 的 ,可 以 用 
fnn ARRE In, N — п) (и = n), 于 是 (7.4. 220 EE. 


J, (п) = [N — n ]k fs G + D 


J. fn) = [n], fs — 1) (7.4.36) 


Jsf nn) 一 Gn = N)fx (n) 


其 中 [n], = =, f(n) 组 成 Fock Жн} VIV, эң q 尖 单 位 根 
时 ,(7. 4.36) 式 是 不 可 约 的 。 但 当 9 = 单位 根 时 ,会 出 现 两 个 矢量 ， 
它们 具有 如 下 性 质 : 

t. fx(aP) = 0 


(7. 4. 37) 
J, ОУ — PP) = 0 


其 中 a、 p 为 正 整 数 , 且 a、 BD. Ex SABIO [aP], = 
[BP], = 0. 由 (7.4.37) 式 ,存在 两 个 不 变 子 空间 : 


[wy сар A n = 0, 1, 2, e.N — аР} 
Мв = (fx(N — BP — К), 3 K = 0, 1, 2, «t, N — ВР} 
(7. 4. 38) 


ща >а, В > B, Us 与 Wp 为 U 与 Ws 的 子 空间 。 可 以 证 明 以 
下 三 种 情况 ,分别 对 应 三 个 表示 类 型 : 


类 型 1 ,aP 一 1>N 一 BP, О, П №, = (0) (7.4.39) 
即 U, 与 Wa 交集 为 空 ,表示 (7. 4. 36) 式 为 不 可 分 解 。 


-a ыле F TEE I 
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XH i: aP —1 =N – ВР, (аР — 1) = fy(N — BP) 

有 
MANN 
(7. 4. 40) 


J_ fx(aP) = 0 
Rp Vi = U, DW a, U, N We = (0) 
这 时 整个 Fock 空间 分 解 为 两 个 子 空间 U. 与 W, 的 直 和 , 亦 即 表 
示 为 完全 可 约 的 。 
类 型 下 : 当 aP — 1 < N — BP, ЖЕО. 5 U, 的 交集 ， 
U, f) Ws = (fu CaP), fx (aP + 1), °... fx. (N 一 pP») 
(7.4.41) 


为 小 一 些 的 子 空间 ,所 以 这 个 表示 也 是 不 可 分 解 的 。 详 细 地 用 玻 色 
实现 讨论 q 为 单位 根 时 的 量子 代数 表示 ， 即 把 Lusztig 与 
Concini-Kac 的 理论 作 深 入 的 发 展 是 件 不 容易 的 事 , 可 参阅 有 关 文 
献 L30, 11], 这 里 为 了 形象 地 了 解 ,只 举 出 SZL,(2) 的 一 些 例 子 。 引 
入 E; 它 满足 (E; )u — 049, , Вр 

E, = |2) G| (7. 4. 42) 
DUE = 3, N = 3, 4, 5, 6 时 有 表示 : 

N — 3: 


J. — [2 |, E;, 2 十 E,, 3 


J_= E, + [2] E, (7. 4. 43) 


3 1 1 3 
J, 一 Ёз: m 5 En: + 9 Ёз.з +Ë... 


N = 4; 
у= Е... + [2] E... + Es... 


J.— Е, + [2 |, £5. з + E,.; (7. 4. 44) 
Js 一 一 2E,,, m E,,; EQ. 2E;. 5 
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М =5; 
J, = [2Е;,, 十 Es, + [2 |, Es, 4 + Es, 5 


J_= Е,,;›-+({2]}Е,,, + E, + [21,Е,, 6 


5 3 1 1 З; 
J, 一 一 xE... 一 Ens: 7 Ёз. з + SE, + Ё, з + ЗЕ, 
(7. 4. 45) 
N = 6; 


J, = | 2]„Е,;, 2 + Е,, 3 + L2 E. 5 + E;, 6 
J = Е, , + [2],Е,, 3 十 | 2 E. 5 Es 


J3 一 一 ЗЕ, m 2Е,., 7 E, 3 + ÉE... 5 + 2E, 6 + 3E, т 
(7. 4. 46) 


Р = 3, N = 3, d (7.4. TES (9° = 1) 得 

J} fn) = [3], Jsa) = 0 

J, fna) = (21,7502) 

J. fa (2) = [1],fs (3) 

J, 63) = 0 

J- 六 (0) = 0 

J- fn) = [1], n0) 

J- fn(2) = [2] fn) 

J- А63) = 0 


用 向 上 与 向 下 箭头 分 别 代表 J 与 了- 的 作用 , 则 如 图 7. 2(a) 所 示 。 
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fAG) f.) 
fi) f. C3) 
f (12 f. 02) 
fs (0) f) 
(a) 
f, (5) f. 00) 
di (b) 
fs CG) fT (6) 
NEN f, (3) f, (5) 
BE fs XU f CA) 
—— f/f.(]) fa. (3) 
di fs (0) f (2) 
(c) 
fs») 
fs 0) 
(d) 
7.2 


Ж: (ОЪ N = 4, (с) 5 N = 5, 图 (d) 为 N = 6, ХЛ 
P = 3, FH GO У CO 2528 728. I d CO 92879 T ROARK ЕШ, 
它们 都 属于 q 为 单位 根 的 Lusztig 表示。 显然 , š, > 0 仍 对 应 有 最 
高 权 与 最 低 权 ,但 Уу, J, 作用 结果 与 李 代 数 大 不 相同 。 这 是 
Lusztig 表示 的 特点 。 

34 ê 0, & #0, 6.50, 6 = 二 0, 这 时 可 以 形象 地 了 解 ,或 
有 最 高 权 但 无 最 低 权 , 或 有 最 低 权 而 没有 最 高 权 。 不 再 详细 讨论 。 

简要 地 讲 , q^ = 1 时 ,量子 代数 的 权 有 以 下 4 种 ,如 图 7.3 
所 示 。 
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过 


循环 有 最 高 与 最 低 权 КЕ 有 最 低 权 


ENEN 
_ : _ 
图 7.3 
正如 我 们 强调 的 ,9 为 单位 根 时 量子 代数 的 表示 在 原则 上 已 
由 Lusztig，Concini-Kac 给 出 。 但 使 用 玻 色 表示 可 以 给 出 清晰 的 
图 象 和 许多 具体 的 结果 ,尤其 是 对 超 量子 代数 这 种 方法 有 时 可 以 
讨论 Concini 没有 述 及 的 问题 。 本 节 只 简介 了 SL, (2) 的 情况 ,这 种 
处 理 可 以 推广 到 SL(n)， SUC), SOC 及 一 些 超 量 子 代 数 , 详 
见 文献 [13, 26]。 另外 ,要 指出 , 玻 色 实现 不 是 唯一 的 ,可 以 有 许多 
种 方式 将 量子 代数 表 为 9 玻 色 子 形式 ,它们 甚至 可 以 带 颜 色 ,有 关 
讨论 见 文 献 L[12，26] 。 
(3) q 玻 色 算 符 用 通常 玻 色 算 符 展开 2: 
通常 的 玻 色 算 符 b: (6- = 5) 满足 (7.4.4) 式 ,它们 与 SL(C2) 
(或 单 李 代数 ) 相 对 应 ,而 g KER at (а — a) 满足 (7. 4.20), 
(7.4. 21) 式 ,它们 与 SL,(2) 相 对 应 : 正 像 SL,(2) 的 生成 元 J+» J, 
可 以 用 SL(2) 生 成 元 S$:，S; 335 — FE a? tt, n] Н 2 RAS. 现在 
令 N, = bt 5 代表 通常 玻 色 子粒 子 数 算 符 , 以 后 为 方便 将 NC! 写 
成 1/Nt, 与 {J} 和 {S}) 关 系 相 应 , 设 


at= f(N,)bT, a = bg (N,) (7. 4. 47) 
则 有 
[Ñ] = ata = f(N.)Dg(N,.)N, 
[Ñ+ 1] = aat = f(N, + 1)g(N, + 1)(N, + 1) 
但: 


— —ct 
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f (NgCNG) = [Ñ1⁄N, 


上 和 式 有 对 称 形 式 解 ; 
_ fb. 
at= rZ b (7. 4. 48) 
— t оь] 
a =b n (7. 4. 49) 
Ñ = Ь* b (7.4.50) 


显然 ,(7.4. 50) 式 满足 ГА, at ] =+ at ( 见 (7.4.4) 式 )。 上 式 的 
意思 是 说 ,9 变形 的 Fock 空间 中 粒子 数 态 矢量 就 是 通常 玻 色 子 
Fock 空间 中 粒子 数 态 矢 量 。 事实 上 在 (7.4. 24) 式 中 已 用 到 这 个 性 
质 。(7. 4. 48) 式 一 (7. 4. 50) 式 定义 的 ax 满足 (ar-) =a", Ж 
(7. 4. 47) 式 中 ,未 考虑 算 符 的 正规 乘积 。 由 


In) = Eo, blo = 0,n = 1, 2, + (7.4.51) 
JF H 
[m М [а + 11,19 +1) 
(7. 4. 52) 
aln) = [n] |n — 1) 
于 是 有 : 
= $ Vin +1» + 1504 


= ч Га + 1], +) n+l n 
一 2o zr F yr fools (7. 4. 53) 


a = > [n], In — 1) <п | 
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= - > ao ФО EIE 
注意 真空 投影 算 符 为 : 
10) 00| = :ee -5 GF "(UD (7.4.54) 
即 得 到 正规 表示 的 形式 : 


Б = СЕТЕ M | 
— L Z Z ______ _-е,;+ул+Е+1дл+# 
at= > | > | "отт ФОТ"! 0.4.55) 
п= 0 = 0 


显然 ,g 玻 色 算 符 包含 了 无 穷 个 通常 玻 色 算 符 对 的 分 量 。 这 是 
很 自然 的 ,因为 非 线 性 相互 作用 以 线性 模型 的 算 符 展开 时 ,从 微 扰 
论 角 度 看 必定 是 无 穷 项 。 

(4) SL,(2) 生 成 元 的 费 米 子 实现 

当 Si, S, 满足 通常 李 代数 的 对 易 关系 式 (7. 4. 1) 与 (7. 4. 2)， 
那么 直接 计算 ,可 知 由 下 式 给 出 的 了 :与 J, 满足 (7. 3. 41) 式 , 即 
SL,ODX E X 


N 
J. = У q Qq"^ Q - ® a” @ S,@ q OO" 


N 
J, = 2; 169109 НӘ @ 1 
(7. 4. 56) 
(7. 4. 56) 式 亦 写 为 : 
N оза N 
J= МПК) 5 IL кг!) 
n (7.4. 57) 


r—] 


J, = У) UIDL)Z I L) ) 


i=] j=1 t=j 二 1 


| 
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其 中 了 ;为 第 i 个 空间 单位 矩阵 。 

НЕВЕ 1/2 Et (5, )2 = 0, 它们 实际 就 是 入 维 空间 中 的 co- 
product, 可 以 将 Si 视 为 费 米 算 符 , 但 在 不 同 格 点 处 满足 对 易 关 
Ж: 


РА S; ] = 0 
(7.4. 58) 
(Sr , Sr) = 
现在 作 一 个 么 正 变换 : 
S$ = еъ, fs (f, = Ј,) 
(7.4. 59) 
Ni 一 fifa 
则 得 到 ， 
(f, fr) = ó; (有 反对 易 关 系 ) (7. 4. 60) 


ff 即 为 通常 的 费 米 子 算 符 , 且 满 足 厄 米 性 要 求 . 注 意 , 在 (7. 4. 59) 
式 变 换 下 ,粒子 数 算 符 N 不 变 。 事 实 上 ,用 (7. 4. 58) 式 ,例如 计算 
5+, Sr J ; > /, TERES qI H 


Jer m f, (7.4. 61) 
则 S}, Sr] 一 0 与 {( 广 , 广 )})=0 等 价 , 而 同时 要 求 (7. 4. 61) 式 满 


RL e, f, = 1 fif MEK = 0, E5 六 为 费 米 子 要 求 
等 价 。 由 于 g = е”, FE aU = е", 在 第 7 个 空间 即 为 


К, = q = е?! (7.4.62) 
注意 
s= [N — +] G= fr f 


К, = ep( MY 二) = етте? 


故 有 
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„= Mei 六 7G 一 1) Пе) е” м{-+ Д 


1=:4+1 


(7. 4. 63) 


(7. 4. 62) 式 连同 (7. 4. 63) 式 就 是 (7. 3. 41) 式 用 多 个 费 米 子 的 表达 
K) 。 要 强调 的 是 ,单个 费 米 子 无 所 谓 了 变形 ,只 有 多 个 费 米子 才 


能 实现 量子 代数 ,这 是 由 于 
(f^)? = Р = 0, (N, = № 
故 
g" 一 1 十 人 一 1)NM/ 
显然 
2N7 +1 EN — GN! +1) 
[2N^ + 1], = — 
= 2N' +1 


(7. 4. 64) 


当然 ,也 可 以 把 (7. 4. 18) 6 фаў MRA at= CT , cd 理解 为 


六 一 Ci, 则 有 熟知 的 代 换 关系 : 


S,=atb=C$C,, S_= CtCO,, 8, = (СЕС, — СЇС,)/? 


(7. 4. 65) 


其 中 C+ 与 C+ 分 别 代表 自 旋 向 上 与 向 下 的 费 米 算 符 。C# 与 C 了 对 


5 o SLs(N ) 情 况 下 可 定义 ; 


S; = СС, S = CA C, , , S? = (САС, — САС,  )⁄2 


{Cios C; = à; (с 一 ^, V) 


[Ch ,CÀ]-—0 (不 同 自 旋 态 对 易 ) 


(7. 4. 66) 


(7. 4. 67) 


将 (7.4. 66) 式 代入 (7.4. 57) 式 , 则 得 到 量子 代数 用 费 米 对 表 
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我 们 看 到 ,对 任意 a, 用 费 米子 实现 量子 代数 比 起 用 玻 色 子 实 
现 要 实用 得 多 ,因为 在 用 g = e” 的 展开 中 ,由 于 (7. 4. 64) 式 ,所 得 
的 展开 式 是 有 限 的 ,而 不 像 (7. 4. 55) 式 那样 具有 无 限 项 .有 关 用 量 
子 代数 多 费 米 子 实现 对 角 化 简单 的 非 线 性 模型 的 例子 ,参看 文献 
[26] 及 其 中 引文 。 利 用 多 个 费 米 子 实现 的 粗 粒 描述 ,可 以 将 RTT 
的 解 导 致 的 哈密 顿 量 约 化 为 通常 凝聚 态 熟 知 的 模型 ,例如 哈 伯 模 
型 , 见 第 八 章 。 


37.5 & + B 


上 一 节 介 绍 了 量子 代数 的 基本 结构 , 它 由 (7. 3. 15) ~ 
(7.3. 26) 式 表达 。 要 强调 的 是 这 些 X^, 天 ， 天 仅仅 是 该 量子 代 
数 的 生成 元 。 与 李 代数 不 同 ,量子 代数 是 结合 代数 的 q 变形 , 它 的 
基 一 般 并 不 是 这 些 代数 的 生成 元 ,而 是 这 些 生成 元 的 各 种 可 能 生 
次 的 组 合 。 这 些 量子 代数 的 基 一 般 用 а, 表示 ,而 它 的 对 偶 基 则 用 
b 表示 。 例 如 在 51,02) 9, Е X*, 天 ,天 , 则 它 的 基 为 


a; = K'(OX* "(OX >” (5, m,n 为 正 整 数 ) — (07.5. D 


选取 不 同 的 ;, m 5 n 对 应 不 同 i 的 编号 。 由 于 对 易 关 系 (7. 3. 25) 
式 (7.3.26) 式 允许 对 天 ; 的 任意 宪 次 作 变换 ,所 以 天 部 分 常常 不 
是 重要 的 (对 任意 单 李 代 数 ,K; 与 K, 对 易 ) ,在 某 些 情况 下 ,可 先 
4 s = 0, 然后 在 最 后 结果 中 再 以 天 的 医 次 作 变 换 得 到 标准 形式 
的 对 易 关 系 等 。 用 算 符 表达 时 ,(7. 5.1) 式 原则 上 可 展开 至 任意 阶 
医 次 ,但 当选 择 了 具体 表示 时 , 它 可 以 简化 。 例 如 在 SL(2) 中 ,如 
Aa asi (X+)? 二 0, 而 KK 可 以 重新 标 度 , 故 此 时 就 
Ва —X'.a—X ,简单 的 选择 是 a 二 К. 这 种 简单 的 表示 下 ， 
AR 但 一 般 情 况 下 并 不 如 此 。 现 在 我 们 比较 形 
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式 地 研究 霍 普 夫 代数 的 结构 ,所 讨论 的 量子 代数 就 属于 这 种 代数 。 


OD Rk% 
Z — CA, A, Е, 5) 


(7.5.2) 


其 中 4 为 复数 域 上 包括 工 的 结合 代数 (结合 代数 的 基 可 由 李 代 数 
生成 元 的 各 种 非 线性 组 合 构成 ) 为 方便 再 回忆 一 下 霍 普 夫 代 数 的 


性 质 : 
4:co-product( 余 乘法 ) 
Де) А — AQ @ А = А" 
一 一 一 一 
Масе A 
A% (а) = Уан 69 a; Q … @ a, 
= Yaw ао D + а, 
Alab) = А(а) Дф) 
s:co-unit є:А — С 
має А 


60) = С (1 为 恒 元 ,C 为 复数 ) 
elab) = e(a)e(b), e(1) = 1 
S;Antipode S.A — А 
Slab) = 85(Ь)5 (а), SA) = 1 
以 id 表示 恒 元 运算 , 则 存在 以 下 运算 关系 : 
CA 69 id) A= Gd Q 4) A 


(e @ id) ° A = (id Qe)» A = id 


(7. 5. 3) 


(7. 5. 4) 


(7. 5. 5) 


(7. 5. 6) 


(7. 5. 7) 


(7. 5. 8) 
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m @ id)A = müd @ S5A = e (7.5.11) 
其 中 m(a Q b) = ab (7.5.12) 


即 为 普通 乘法 运算 .上 述 定 义 似 较 抽象 , 现 通过 一 个 例子 加 以 具体 
说 明 . 
考虑 由 以 下 代数 及 运算 决定 的 霍 普 夫 代 数 A 5 B: 


А. ККУ = КУОК = 1, ККУ! = gr (7. 5. 13) 
AG) =+*@1+ К х, AK) = KCOK (7.5.14) 
elr) = 0, (K) = 1, SG) =— Kx 

S(K) = К^! (7. 5. 15) 
B, KK =K K = 1, КУК = gy (7.5.16) 
AG) = y@ К +10 у, AK) = K @ K 
(7.5.17) 
є(у) = 0, eK) = 1, SG) =— y K 
S(K) = К^ (7.5.18) 


现在 验证 4 УВРЕДА ЖОК. i: S AARE A 
符 只 作用 在 这 个 空间 本 映 , 对 АЯН: | 


(Д0 14) ACx) = (A 14) Cr @ 1 + K C9. z) 

~ AGO @ 1 + ACK Dz 

= z @ 1 @ 1 + K @ z (Q 1 + K @ K CO z 
Gd Q DAC) = Gd C9 A) Cx @ 1 + K х) 


r @ A(1) + K @ AG) 
= х @1 1 + K @ (x @1 + K @ x) 
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= х1@®1-+Кббхтхбф1-+Кб©К CO x 
B C7. 5. 9) 式 被 满足 。 
(e @ id)A(z) = (6614) (х @ 1 + К CO х) 
є(т) @ 1 + (К) CO x 


lez 
= c 


注意 上 式 中 ,由 于 当 。 作 用 在 任何 算 符 上 后 , 变 为 失掉 空间 直 积 的 
意义 ,这 就 是 在 (7. 5. 6) 等 式 右 端 C 后 不 加 恒 元 运算 7 的 原因 (或 
є: A—C 而 不 是 4 一 4) ,否则 很 易 误解 在 eC id 作用 之 后 会 有 一 
个 空间 直 积 出 现 。 同 理 ， 


Gd OAC) = Gd б e) z @1 + K @ х) 
= хє(1) + Kelr) = х 
即 (7. 5. 10) 式 被 满足 。 再 看 (7. 5. 11) 

mS QIDAGI) = m(S @àidy(z @1 + K @ 2) 
= m(S(z) @ 1 + S(O Q z) 
= т(— K -'=@1 + K 0х) 
=— K iz + K xz = elr) = 0 

müd @ SJA) = müd @ S)(z @ 1 + K @ z) 
= m(z @ 5(1) + K @ SG» 
= m(z @ 1 — K @ K x) 
= mlx KK х) = 0 = elr) 


即 (7. 5. 11) 式 被 满足 。 同 理 ,可 证 明 B 也 满足 以 上 所 有 关系 ,因此 
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A 5 B BEAR. 由 两 个 霍 普 夫 代 数 可 以 进一步 构造 新 的 
霍 普 夫 代数 , 称 为 量子 偶 , 即 由 两 个 4 变形 霍 普 夫 对 偶 的 代数 构成 
1950100. 

(2) 量子 偶 的 构造 

设 4 与 B 为 霍 普 夫 代数 ,定义 非 简 并 双 线 性 型 (，) ,满足 : 


a) (a, bib?) = (Ala), b, ©) b) (a € А, bis b, € B) 
(7.5.19) 


(aiaz, р) = (а, 09a, ACb)) (а,, а,Є А, bE B) 
(7. 5. 20) 


b) (1, 6) = е0), <a, 1) = &а) (a € A, b € В) 
(7. 5. 21) 


c) (5Ca), SQ) = (a, 6) (a Є A, b E В) (7.5. 22) 


其 中 Д, є, S EAH IMAGE X (UBL 4 与 B 中 的 定义 已 由 上 节 给 
出 。 

定理 (Drinfeld): 存 在 霍 普 夫 代数 D, WE: 

a) A, B 为 DD 的 霍 普 夫 子 代 数 。 

b) AQB—D (aG961—-ab) d ^ S 23 [8] [a] 25, 

с) 对 a€ А, БЄ B, 在 五 中 有 


ba = У! (aq . S Cba)? laa ° b; ауф) (7. 5.23) 


其 中 下 标 (1)、(2) 与 (3) 表 示 直 积 空间 的 标记 。 

在 讨论 这 个 定理 之 前 ,要 注意 ,这 里 的 双 线 性 型 (，) 只 是 由 其 
中 两 个 算 符 组 成 的 一 个 非 算 符 的 量 , 与 我 们 通常 理解 的 平均 值 无 
关 。 而 且 a)~b) 并 不 能 确定 (，;? 自 身 , 它 只 给 出 了 一 些 量 的 相对 关 
R MERA 5 B 07.5. 2)——(7. 5.12) 式 所 示 的 霜 普 夫子 代数 ， 
由 这 个 定理 构造 新 的 霍 普 夫 代数 。 将 (7. 5. 13) ~ (7. 5. 18) 式 直接 
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SOLE кү КЫз 


代入 a)~c) ,可 决定 出 双 线 性 型 的 一 些 性 质 。 由 


由 于 


得 


亦 即 


得 到 


故 有 


《7. 5 


(Kz, K> = (xz @ K, AK); = (хе) K, K @ K> 


(z, KXK, К) 


| 


(qzK, К) = ФК @ x, AK)) = ф(х, KXK, К) 


Кх = g*zK 


(92 — Di, Kyx(K, К) = 0 
9252 1 时 ,由 
(K, 1) = (1) = 1 = (K, ККУ!) 


= (A(K), КОК!) 


| 


(K, KXK, K^) 
(K, K> +0 


(z, K> = 0 
间 理 ,可 证 
(К, у) =0, (K, Ky = q 2, (x, K )) = 0 
H 
AZ (K) = K @ K @ K 


АФ (у) = у КӨК --109y O9 К! + 1@10@ y 
Д2 (х) = z@1G@1+ K@<x@1+ KÓOO K C91 


,23) 式 中 aa aci 5 aco ПАНУ 98 — 25 |н] S8 — 5 58 — z= ja] 
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的 算 符 ,例如 AT Су), aa = y, am = 1, ав = K^. 9—8 
序 为 1，y SK !… ,再 对 这 些 求 和 ,例如 
yK = (K, 8<у))‹К, K OK + K^ 
+ (K, 5(1))‹К, KK ° y 
+ (K, S(1))(K, y)K + 1 
= q Ky 
ух = (z, SCyD (1, KD1* K 
+‹К,5(у))(1, K Oz: K^! 
+K, 5(у)) (х, Kr K 
+K, 5(у))‹1, K Ox К^! 
+ (K, 5(1))‹1, Ky 
+ (K, 5(1)) (х, Кт) Ку 
+ (K, 5(у)) (х, КОК K 
+ (K, 8(1)) (1, ух, 1 
+ (K, S(1)) (zx, y)K 


由 上 面 计算 可 知 (7. 5. 23) 式 中 求 和 的 规则 是 首先 选 定 A (у) rh 
的 第 一 项 的 аа» ac ас. ЗЯ AC? (Cz) 中 所 有 三 项 中 的 所 有 
bas Ёо 5j 6 计算 ,再 计算 4A2(y) 第 二 项 的 am(G = 2, 3), 重复 
所 有 可 能 项 。 在 yz 表达 式 中 注意 
SCy) =— y, (K, у) = 0, (a, 1) = ela) 

而 

(у) = 0, (1, K) = 1, SI) = 1, (K, D =1 
于 是 得 到 
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ух = K K !xy — (х, y> К! + (х, »K 


当选 择 ; 
K=K 
| 加 1 (7. 5. 24) 
ЕЛЕЕ. 
则 量子 偶 给 出 
[z, у] = TAAT (T. 5. 25) 


在 重新 标 度 后 , 它 正 是 U, CSL (2)) 89 5 X: (7. 2. 11) 式 (x 一 
zt, ух )。 现 在 ,对 以 前 得 到 的 U,GSLODOORCT-TUBUS T 9r89 
认识 : 它 是 由 两 个 弦 代数 4 与 B 组 成 的 量子 偶 , 即 一 个 新 的 .22 
代数 。 用 这 个 办 法 也 很 容易 构造 出 R 和 矩阵 ,在 gq = 1, =" = y" = 
0 时 , 它 有 有 限 维 表示 ,应 用 


G"K" , y" К" у 一 [т ], 2" Dz, yy mmg” 
(7.5.26) 


它 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 。 事 实 上 ,可 证 当 zw = quz. 则 


n __ - (п)! К п— — na" 
GT 
因而 
"ү [m mu 
(y K! + 169 y)” — У! k | y" 69 y (K 1507? 
k=0 4? 
故 


CL”, у") = (x" бух, ACy')D = (x" 9 x, (А(у))”) 


= 2; H Gr, ут) х, y CK) m?) 
0 Lk 4? 


(х, у) = (х, у D. у) + (K, у!) 
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= Gr, у)ёџ 


可 证 明 (7. 5.26) 式 成 立 . 应 用 (7.5. 26) 式 ,构造 U, (SL(2)) 的 基 矢 
为 
aq, = "К", br = у" K" 


(aues bu) = бы" P Ema — om] q 
于 是 ,可 定义 归 一 化 的 对 偶 基 为 


N— 1 
ал, = п Poen — q)” i Sq" bmi (7.5. 27) 
q+ n'—0 
于 是 得 : 


N—1 


CT Amn? == Opi 1 УЭ dd 


п'= 0 


1 1 — 922“ 

Òn Ki уру = 0, n> t 

- N 1 一 9 (7. 5. 28) 
1, z —t 


JRBI a, cm 确 为 对 偶 基 ,于 是 按 (7. 3. 20) XX 
R = X ao Qa® = > Ga, Gaz) (7.5. 29) 


必定 是 代数 的 中 心 (在 那里 为 了 简单 ,用 了 生成 元 ,而 (7. 3. 20) 式 
对 任意 对 偶 基 是 对 的 )。 因 此 ,R 由 下 式 给 出 ， 


92" 1) 


R = SE Imir CT 一 4)"х" б) у" K (7.5.30) 


т = Ü 


或 者 用 exp, 表示 R: 
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—- 1 ntn 
Pa 2; [m ],! q 


R = (exp,[— (q — gnr Q yg 


= q i'S'exp[— (q — q-OqxK ^! @ Ку] 


(K = gq, K = д) (7. 5. 32) 


fE WJ USL PR K = K, z = zt, ysr, 

以 上 仿照 Jimbo 方法 ,以 具体 例子 介绍 了 Drinfeld 量子 偶 
的 构成 与 运算 ,为 方便 不 熟悉 这 个 分 支 的 读者 ,特别 通过 例子 强调 
了 有 关 运 算 中 应 注意 的 事项 .从 这 个 例子 可 以 看 出 ,组 成 一 个 量子 
代数 ( 它 属 于 A 代数 ) 基 本 上 有 两 个 要 素 :一 个 是 它 的 生成 元 的 
对 易 关 系 , 另 一 个 是 这 些 生成 元 的 余 乘 法 。 现 在 通常 使 用 的 量子 代 
数 中 ,有 x^. 天 ,和 天 ,它们 的 对 易 关 系 及 余 乘 法 都 具有 相当 对 
称 的 性 质 ,。 这 是 因为 这 种 量子 代数 实际 上 属于 量子 偶 , 它 是 由 xi， 
K; K 与 rr, Ki, Kr' 两 个 子 稚 普 夫 代数 按 量子 偶 规则 组 合 而 
成 的 代数。 这 就 发 生 了 两 个 问题 ;第 一 ,可 否 调节 对 易 关 系 与 
余 乘 法 ,即使 得 两 个 子 代数 不 再 具有 对 称 形式 ,但 调节 余 乘 法 
而 使 得 组 成 的 量子 偶 仍 满足 2 代数 的 要 求 ;第 二 ,从 现 有 的 量子 
代数 出 发 ,再 通过 量子 偶 形 成 更 复杂 的 ,但 有 明显 新 意义 的 新 的 
A 代数。 这 将 通过 具体 计算 说 明 ,答案 是 肯定 的 。 

(3) 玻 色 代数 的 管 普 夫 代数 结构 

为 节约 篇 幅 , 不 再 重复 量子 偶 的 推导 ,而 是 直接 给 出 ot 代数 
的 形式 ,有 关 文 献 可 参阅 本 章 所 列 文献 [12，26] 等 。 现 在 举 一 个 演 
示人 性 的 例子 。 考 虑 代数 : 


[a, a] = E (a= a) 


[N,at] =+ а, [Е, Y] = 0(Y =a, at, N) 


87.5 E + Е 445 


L 5 1638 ERR ECC ИЕТ: I PR E 为 Casimir ,但 它 不 取 
为 恒 元 ,因而 N 为 独立 算 子 。 我 们 要 构造 “不 对 称 ” 量 子 偶 , 上 述 对 
易 关 系 与 下 列 运算 结合 后 符合 26 代数 的 所 有 条 件 , 取 


ДЕ) = EQ E + EQ 1 + 1@ E 
Ala) =a@1+1@a 
A(a*) = at@1 + 169a^ + E Qar 
AN) = N@1 +1@ N 
S(E) =— EQ + Е), Sla) ——a 
Slat) 一 一 (E + 1) la, SON) =— N 
є(Е) = 0, e(a*) = 0 
可 直接 验证 ,它们 满足 (7. 5. 10) 式 一 (7.5.12) 式 ,例如 : 
CA 69 id)A(at) = Gd © 20ACa*) 
= a*6916091-- 169a* 691-r 109 109 a* 
+ 1@ EC9a* + Еа C91 
C--ECG9169a^-- EQ Е Qat 
等 等 ,应 用 la, at] = E, 可 验证 下 列 公式 成 立 : 
[А‹а), ACa*) ] = ACE) 
[5 (а), S(a*)] = — SCE) 
(id ©) )ACa* ) = CeC9 id) ACa* ) = a* 
等 等 。 相 应 的 R 算 符 为 
R = exp(a*@ а)ехр[ — na + Е) C9 N | 
HEX AGO 5 A(a ) 不 对 易 , 说 明 它 是 非 平 凡 的 26 代数 。 代 数 中 
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ух = ata 一 NE, WA 
z|n> = Ан|лп) 
当 A 关 1 时 ,相应 于 选择 不 同 的 Casimir, Ж: 
аа) = |я+ 1), a|n} = An|n — 1) 
N|n) = (n + р) |ә), Elm = А|л) 
这 只 是 一 个 演示 性 的 例子 ,已 找到 一 些 非 平凡 的 其 他 的 例子 ， 
参见 文献 L32] 。 
(4) 与 SU (3) 相 联系 的 新 型 量子 偶 ” 
由 A,CSU(C3)) 出 发 可 以 定义 量子 代数 UC(Az СА, ADD RE 
成 元 满足 : 
[H.,, E] = ?2Е, G = 1, 2) 
[H., E] = AE; [H,, Е] = XE, [H,, H,] = 0 
Àis ¿ 为 复 参 数 。 对 9 = 1, 它 的 Serre 关系 可 简化 为 
Е? = Е? = 0 
它 还 满足 以 下 运算 ; 
ACH) =H,@1+ 1%@H, G=1, 2) 
АСЕ” = Е, @ 1 + e %2H, Q) E,, AG = 101 
є(Н;) = є(Е,) = 0, (1) = 1 
S(H,) =— Н,, SCE) =—е%®%&Е,, S(1) = 1 


Me e^ = — 1, (q = e*Dg* 一 1 时 ,可 证 明 上 述 集 合 满足 霍 普 夫 代 
数 所 有 的 要 求 。 注 意 由 于 


АСЕЛ АСЕ) = (1 + e) Eje 2", @ E, (对 i 不 求 和 ) 


$7.5 E& + 偶 


447 


E EUR e" —— LABES E: = 0 相 一 致 。 为 了 得 到 U,CAz (А, 


DHAR, AOPE Es. 
E, = E, E, — e 3^ E,E, 
它 满足 
A(E,) — E, CO 1 + e 3 +H, GO E, 
+ (1 一 е-?'лтА?уЕ, 62 е2"; @2 Е, 
[Н.Е | = [H, + Н,, E] = (4 + А + ADE, 
ШЕ =) 
E,E, = eE, E, E,E, = — e-3^E,E, 
这 时 Rosso 的 组 成 基 矢 的 定理 仍 正确 , 故 基 矢 可 写 为 : 
{a;} = {EzE} En H$ Нг) 


oi, r, = О, 1; T4» Sis S; = 0, l1, 2, :) 


E 4n U,CAZ (А, A22) АНЕ УЭС £ IX (7. 5. 19) — (7. 5. 23) 
AGE X BST IIS ARE KA Ж U, CA; (А, 4)), 它 的 生成 元 用 С, 


Е;С=], 2» 3) 表 示 ,满足 
(H;, С,) = 8, ( = 1, 2, 不 求 和 ) 


及 
‹Е,, F' = 8, 


I FH E T 486 ЖҮ С, 性质, 可 证 
(H7, С?) = під, G = 1, 2) 


j 


Е? = 0 
n ] — e 30 АОВ 
(Es, Ез ) — à, H 


"m ] 一 e yA tA) 
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r2 机"r3 A Si S? i pr 6, (5) 
r h 
3 — 5-04) EAE 


3 2 1 е 2 
= H&4 [Iss I z ls: 
;=1 i-] O£09*^? {ш 


£=1 ] 一 ee 


(ri, F, 一 0, 1) 


[G,G]=0 G, j=1, 2) 


[G,, F] 一 一 58,8, (指标 相 重 不 求 和 ) 


F,F, — e- 8S F,F, = (1 — e-3%t)F, 
F,F, =— ei^F,F,, Е.Е, =— e 3*F,F, 
AG) = G,@ 1 + 1 @ G, 

ACF) = 1 @ F, + F, @ esitas 

AG) = 1 Q F, + F, Q ета 

S(G) ——G, S(F,) =— F,e 9-6 
S(F,) = — F,e 266, 

€(G;) = є(Ё,) = 0 


为 方便 引入 


^ Hi = G + 26, ЖН = G, + 2G 
则 得 到 万 ;与 F, 的 对 易 关 系 ， 
LHi, Н] = 0 
[Hi Е) =— 2F,, [H!, ЕД =— xF, 
НІ, Е] =— АЕ,, [H1, Е] =— 2F, 


Е? = Е? = 
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U,CA; (А, ADHERA 


r h 
— - ] 一 e zw 1 r r r АУ 5 
= Ц LE sie Ka ususi 


Gi, ra = 0, l; rs, Sis S, = 0, 1, 2, ***) 

量子 偶 给 出 了 两 个 代数 生成 元 间 的 对 易 关 系 : 

[H,, Hi] =0 G, j= 1, 2) 

[H,,F,] —— ?2F,,[H.,F,]=— A,F,,[H,,F,] —— AF, 

[H,, F,] —— 2F, 

[H!, Е.) = 2E,, [Н!, E,] = AE, 

[H/, E] = АЕ,, [Н!, ЕД = 2E, 

[E,,F,] = e? — ed, PE, ЕЛ = et e-0/nH; 

[E,, Е, = 0 G з j) 
于 是 量子 偶 给 出 了 由 DC4z (А, AQ U,CA; (А, А) 
代数 D, CE A 代数 ; 它 的 生成 元 具有 以 下 关系 : 

[H,, Н] = 0, [H,, Е] = а,Е,, [H,, Е] =— aE; 

[H;, Ej] = ь,Е,, UH}, F;] = ЬЕ, 


[E,, F] = е2 — e- 2^, [E, F] = 0 G= p 
2 А 2 А, 
(а,;) = | | (фә = | | 
А, 2 A 2 
这 是 个 非常 有 趣 的 结果 。 因 为 通常 嘉 当 和 窍 阵 非 对 角 元 不 能 为 任意 


复数 ,而 由 量子 偶 理 论 , 代数 则 允许 这 种 推广 。 形 如 (qi 的 嘉 
当 和 矩阵 可 能 在 量子 霍 尔 (Hall) 效 应 的 唯 象 描述 中 有 用 。 
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在 结束 本 章 之 前 ,再 强调 一 下 ,由 于 本 书 的 要 点 是 YBE 而 不 
是 量子 代数 ,所 以 只 从 FRT 方案 的 角度 , 即 从 已 知 R ЖЕ, EE VE 
相应 转移 矩阵 元 Tw 之 闻 的 对 易 关 系 的 角度 来 研究 这 些 代 数 的 特 
点 。 这 些 对 易 关 系 , 当 R 和 矩阵 为 三 角 解 时 , 便 是 量子 代数 ,它们 组 
成 了 这 些 R 矩阵 相关 的 物理 模型 的 新 的 对 称 性 。 如 何 将 这 些 对称 
性 与 哈密 顿 量 联系 起 来 ,是 个 关键 问题 ,因为 只 有 这 样 , 才 能 考虑 
物理 应 用 。 作 为 第 一 步 ,应 当 用 物理 算 符 把 这 些 新 的 代数 关系 实现 
出 来 ,然后 与 哈密 顿 量 相 联系 ,最 后 用 量子 代数 表示 论 去 研究 非 线 
性 相互 作用 模型 。 这 些 努 力 刚 刚 开 始 , 下 一 章 中 将 介绍 这 方面 的 
党 试 。 
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量子 代数 的 物理 应 用 


如 上 所 述 ,量子 代数 这 种 对 称 性 是 通常 李 代 数 的 推广 ,而 李 群 
是 李 代 数 的 指数 映射 形式 。 人 们 在 量子 力学 中 已 经 习惯 于 用 李 代 
数 的 语言 描述 其 对 称 性 质 。 例 如 平移 用 微 商 算 符 乘 以 — ih , 即 


p=— iV @ = 1), ЖЕН LG = 1, 2, 3), EE Ho 等 等 。 
如 果 平 动 或 转动 是 有 限 的 ,就 要 用 李 群 来 描述 。 设 平 动 参数 为 a， 
转动 参数 为 a, 则 平 动 的 群 算 符 为 ; 


T (a) = ехраа • p) 
Z& a 方 向 转动 |а| = a 角 的 转动 群 算 和 从 为 : 
R(a) = ехр(а • J) 


Жер J = L sk о, 这 是 量子 力学 习题 集 上 经 常 出 现 的 例子 。 有 时 ， 
我 们 不 太 关心 这 种 群 (指数 ) 算 符 ,这 是 因为 根据 李 群 定理 ,如 果 知 
道 了 无 穷 小 形式 ( 李 代 数 ), 则 整个 李 群 算 符 可 由 微分 方程 确定 。 量 
子 代数 属于 电 普 夫 代 数 , 它 与 李 代数 不 同 ,一 般 说 , 它 的 基 和 天 不 能 
用 简单 的 李 代数 的 指数 映射 实现 。 但 如 果 从 已 知 的 量子 力学 算 符 
了 解 量子 代数 的 物理 含义 ,目前 容易 作 的 事 就 是 将 熟悉 的 算 符 作 
指数 映射 。 那 么 关键 问题 是 : 何 种 情况 下 ,量子 代数 可 以 被 简化 为 
用 指数 映射 表达 ? 并 且 何 种 情况 下 这 种 简化 又 不 至 于 回 到 通 稍 的 
李 群 ? 本 章 将 通过 几 个 例子 来 阐明 量 子 代 数 的 这 种 物理 实现 。 通 
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过 它们 ,将 会 看 到 量子 代数 不 但 有 丰富 而 深刻 的 物理 含义 ,而 且 在 
处 理 某 些 量子 力学 问题 时 ,是 必 不 可 少 的 。 过 去 没有 想到 这 些 ,只 
不 过 因为 对 量子 力学 的 理解 过 于 局 限 而 已 ,为 了 说 明 问 题 ,本 章 只 
涉及 U,(SL(2)), 同 时 由 于 量子 代数 在 实际 物理 应 用 方面 的 研究 
刚刚 开始 ,所 以 有 时 也 会 提 到 一 些 有 可 能 进一步 研究 的 课题 .本 章 
也 包括 了 南开 研究 组 最 近 取 得 的 部 分 成 果 , 其 中 许多 计算 用 公式 
可 以 在 钱 伯 初 与 曾 遵 言 编著 的 量子 力学 习题 集中 找到 5。 — 


$ 8.1 相干 态 算 符 与 量子 代数 


首先 看 一 个 最 简单 的 例子 。 设 垂直 于 x-y 平面 方向 有 恒 磁 场 

B。, 电 子 在 该 磁场 中 运动 ( 即 Landau 能 级 问题 ), 则 该 平面 上 的 力 
学 动量 为 ， x B 

T —p--eA (с=ћ = 1) (8.1.1) 


ЕФ А = AÇ, у) HRA р, 一 一 19,, рз 二 一 19,, 引入 


1 . | 
r= -一 一 (人 | + 2) (8. 1. 2) 
m /3 Л 17 

易 证 

Гл, л] = еВ, (8.1. 3) 
SARETA: 

b* = i еВ, (b zb) 

则 有 


[b, o*]=1 (8.1.4) 
现在 重复 相干 态 的 计算 ,引入 平移 算 符 
U (а) 一 exp(ar — ал”) (8.1. 9) 


— ш — — ————  - 


am - gi "A W WE 


L JK. G лат ро aw c 
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则 有 
U (B)U (a) = eB - 217 (а) Cp) (8. 1. 6) 
在 平面 上 a = а, 十 la, , В 一 В, + 18,, ЮЕ ЖОПА KW S] mE 12 (а X 
;= 一 21S, 其 中 SS 为 a 与 BB 所 张 平行 四 边 形 的 面积 ,BoS 为 磁 
ЖЕ (е = $ 磁 通 量 以 基本 磁 通 量 Ф, 为 单位 ) , 令 
gq =e 9» (8.1.7) 


则 得 
U(a)U CB) = q'UCB)U Co) (8. 1. 8) 


№ (a, 8B) 可 以 取 任 意 值 时 ,这 个 关系 式 只 不 过 是 (8.1.2) 式 的 指 
数 映 射 即 李 群 形式 。 但 当 g 为 单位 根 , 即 9 = 1 时 (这 种 情况 对 应 
于 磁 通 量 是 @, [4 ® Qm) RHO P 为 互 质 素数 ), (8. 1. 8) 式 
有 它 独立 的 意义 。 一 般 说 ,这 时 不 能 再 回 到 通常 无 穷 小 的 形式 , 即 
海 森 伯 代 数 (8. 1. 4) 式 的 形式 。 注 意 到 平移 算 符 满足 U( 一 a) = 
[U (о) ]^ ,由 (8.1.8) 式 易 知 ; 


U (à)U (— B) = q *UC— B)U (a) (8.1. 9) 
U(C— aU (а) = О (а)0(— a) —-U(f)UC— В) 
= U(— 80 (8) = I (8.1.10) 
9° = 1 (8.1.11) 
SARR, | 


X = (q —q 1) !(U(— а) + 006—8) 
X =— (q —q !) {Ut(a) + U(0)) 
gK * = U(— B)U (а) 

qg К? = U(— а)0 (8) 


(8. 1. 12) 
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将 (8. 1. 8) 式 代入 , 则 得 到 


[X^,X-]- ЕА, КХ+ К^! = дъ X*+ 
(8.1.13) ` 
即 正 是 UsCSL(C2)) 的 对 易 关 系 , 当 g 1 СР — оо) 回 到 通常 李 
代数 关系 。 因此,g 的 意义 是 Ce 70) 和 穿 过 a 与 所 围 的 磁 通 量 紧 
密 相关 的 。 这 个 例子 告诉 我 们 ,通常 相干 态 的 平移 算 符 的 线性 组 合 
(8. 1. 12) 式 当 磁 通 量 量子 化 时 ,相当 于 实现 了 U, (SL(2)) 的 生成 
元 ,将 这 个 结果 与 (7.2.16) 式 相 比 较 , 不 同 平 移 参 数 的 两 相 于 态 平 
移 算 符 的 线性 组 合 是 它 最 简单 的 实现 , 即 是 一 个 很 特殊 的 解 ,对 应 
于 取 参 数 е. = А. = = а = 1, A=B, A=U(08), С = 
U (a), 
上 述 概念 可 以 推广 到 超 对 称 量 子 力 学 。 我 们 知道 ,在 不 考虑 z 
方向 动量 时 ,Landau 能 级 可 以 写 为 : | 
E, = (n + + + S.) A wu, шн = De (8. 1. 14) 


以 后 仍 取 c = 声 二 单位 制 。 量 子 数 ”可 以 理解 为 琉 色 子 数目 na, 


Wil + 5. 可 理解 为 费 米子 数目 mw, 因为 S- = + Loon = S. + 


i = 0, 1, FÆ E, ~ ns + no 表示 玻 色 子 与 费 米 子 总 数 守 恒 ( 实 


际 是 总 角 动 量 守恒 ), 这 便 构 成 了 一 维 超 对 称 量子 力学 。 它 的 基本 
特点 是 基态 能 级 无 简 并 ,而 激发 态 则 为 双重 简 并 。 超 对 称 变换 可 以 
使 f-5 b* (它们 分 别 为 费 米 子 与 玻 色 子 算 符 ) 互 相 转 换 , 容 易 知 
道 ,为 了 保证 变换 之 后 费 米子 仍 为 费 米 子 , 必 须 引入 反对 易 c< 数 6, 
它 与 SJ 5E 2S.Bub5o S.B] (0, /®) = 0, 0 —0. ЯП WERE 
对 易 < 数 , 则 有 {9:, 9;) = oG, j — 1. 2), 超 对 称 量子 力学 有 很 强 
BJ 3E ay ЖАШ, LM SSH (Schrieffer-W. P. Su-Heeger ) 模 
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型 ” 取 连 续 极 限 就 是 一 维 超 对 称 量 子 力 学 的 例子 。 有 关 详 细 介 绍 
可 参阅 文献 [4 及 其 引用 的 有 关 文 献 。 
引入 超 算 符 : 


О, = B (bt, bof ©. =В* (b+,6)f (8.1.15) 
其 中 B+ (07, 50 表示 琉 色 子 的 任意 组 合 , B^ — В, + iB,, 2% 


取 产 = ot |о*= о c] ‚||, “язан 


位 旋 算 符 。 要 用 到 的 超 对 称 量子 力学 的 结果 是 ce 
[arce io (Q., Q. j 


(Q. )° = 0, (Q, Q) = 0 (8.1.16) 
[Q; ， Н\= 0 | 


其 中 哈密 顿 量 
Н = IU. B+) + 5-8, В+Јо, (8.1.17) 


注意 到 ,反对 易 c 数 不 但 自己 反对 易 , 而 且 与 广 反 对 易 。 引 入 6 = 
(0, , 0,5), p = (0; » 2;) ,其 中 P: s ДА 1 = 1, 2 是 反对 易 с, Q 一 
(Qi，Q:) ,可 以 定义 超 对 称 量子 力学 的 平移 算 符 


U(8) = её (8.1.18) 
应 用 
(0,, 0.) = (5, 6) = (6,0) = 0 G, j= 1, 2 
(8. 1. 19) 
则 得 到 


U(p)U(0) = exp - Q + p * Q + n :Q. p ° QD 
(8. 1. 20) 
事实 上 ,由 (8. 1. 16) 式 与 (8.1.17) 式 ,有 
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[0-Q, р: Q] = (— 2(p* OH (8. 1. 21) 
而 五 与 p*6 均 为 玻 色 性 的 ,与 9. 8 和 p…Q 分 别 对 易 。 引 入 
alpo, 0) =— ip ° Ө (8. 1. 22) 
则 有 
U(p)U (0) = е“ HU (p + Ө) (8. 1. 23) 
É 
U (p)U (0) = е?" PEU (OU (р) (8. 1. 24) 
HB H BO 1.17) 式 给 出 。 由 于 m 
[H,U(80)]—0 (8. 1. 25) 
可 将 (8. 1. 23) 式 形式 地 写 为 (E 为 五 的 本 征 值 ): 
U (p)U (0) = е! ®EU (0)U (p) (8. 1. 26) 


它 也 可 以 理解 为 在 两 端 对 态 矢量 (2|… |) 取 平 均 。 定 义 相应 态 的 
参数 (固定 p5 0): 


q(p, 0) = exp {ia(p, 0) E) (8. 1. 27) 
亦 即将 (8. 1. 240 XP ERA PES A FLA hF iB , 921]; 
U(oQU(8) = д? (ро, DUU (p) (8. 1. 28) 


H (8. 1. 28) 式 知 ， | 
U(— PU) = (le, 0) UMUC р) (8.1. 29) 
于 是 仿照 (8.1.12) 式 ,对 某 一 确定 能 级 Е, "| X 


UC— p) + UC— 0) = Q — q70X* 
U(p) +U) = — (9 — 9 IX- 
U(— PUO) = 47K! 

U(— DUP) = {К^ 


(8. 1. 30) 
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W| X^, K, КЖЕ U,CSLCODOBDS EX. PUR КЖ Ж 
对 确定 的 平移 矢量 p 与 6 定义 的 ,并 且 p 与 6 为 反对 易 c XC. (8.1. 
30) 式 结论 对 超 对 称 量子 力学 系统 (8. 1.16) 式 、(8. 1. 17) 式 都 是 
正确 的 ,现在 举 两 个 例子 。 
(D 恒 磁 场 中 二 维 电子 的 运动 
在 非 相 对 论 近 似 下 … ,其 哈密 顿 量 及 超 对 称 算 符 为 : 
B-= x, B= xt 
Q = п ot, Q = xt о” 
H = (Q, ©} = o n 
H 的 本 征 值 方程 为 HY = ЕФ, Et V Pi T r ҖЕ УЖ Et , J 
可 定义 9 5 (8.1. 30) 式 。 由 于 (8.1. 3) 式 ,有 


H = ТАП b + i + h ll 


" 1 
= eB (5 5 十 了 +S. 
= eB, Ga + л) (8. 1. 32) 
显然 ,(8. 1. 32) 式 中 哈密 顿 量 的 本 征 值 正 是 Landau 能 级 。 在 计算 


РЕА с 1, 故 e = т, Ф, 为 磁 通 量子 , 故 ¿B, 为 穿 过 单位 


面积 的 磁 通 量子 数 乘 以 AT, 如 果 磁 通 量 量 子 化 ; 设 为 m， 则 еВ, = 
2mm, ШЕ Е = 2пп (n = ns + n), HJ (p+ ӨН 50 (0), Ор) 
^T AS m p* 6 为 玻 色 性 c 数 , 故 有 


[H, X*] = [H, K*'] = 0 (8. 1. 33) 


也 就 是 说 ,量子 代数 UCSL(2)) 是 (8. 1. 32) 式 的 对 称 性 ,或 者 说 
U, CSL) 描述 了 Landau 能 级 的 简 并 性 ,这 种 简 并 性 是 以 前 所 
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不 知道 的 。 而且 有 趣 的 是 9g 依赖 于 不 同 的 能 级 E 与 一 维 超 对 称 
量子 力学 不 同 , 二 维 时 基态 可 以 是 简 并 的 。 然 而 ,还 存在 一 种 新 的 
简 并 性 质 , 它 是 用 量子 代数 刻画 的 。 有 关 Landau 能 级 的 新 的 简 并 
度 ,可 参阅 文献 [5]。 
当然 ,也 可 以 作 一 维 代 换 ( 见 文献 L4]) : 
B*— (фір W(z)) 


V2 
(8. 1. 34) 


H' = 到 | + wa + SW C, 
Жр ИС), НХ n ИЙ ЕК K AF48 Ж#Н CREW Cx, 
即 可 构造 量子 代数 , 它 描述 鼠 ' 的 新 的 对 称 性 。 
(2) т° 介子 与 核子 作用 简单 模型 
此 时 中 有 | 
Q, = (a ° p + ignc 
| (8. 1. 35) 
Bf—<o p igr, ft = r+ 
其 中 z+ 表示 核子 同位 旋 算 符 , 可 用 泡 利和 矩阵 ot 表示 ,但 应 理解 为 
作用 于 电荷 空 Sj, g МЕНЕ, n= rla, X2» z4) 为 中 性 介子 
(x") 场 函数 。 唯 象 的 哈密 顿 量 由 (8. 1. 16) 式 和 (8.1. 350 X28 1 


Hs, = zg Q-) 
一 sP + g'n? — g(a • \/)л°г,) (8.1.36) 


其 中 M 为 核子 质量 。 显 然 ,三维 тИ ORU „Ж ЫЗ 
的 作用 。(8. 1. 36? 式 的 本 征 值 可 以 决定 9, 从 而 定义 U, CSL (22), 
它 与 Hw 对 易 , 因 而 这 种 唯 象 核 力 模型 也 具有 新 的 简 并 性 , 它 的 真 
正 物理 效应 是 值得 研究 的 问题 。 
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如 上 所 述 ,虽然 将 量子 代数 与 相干 态 、 超 对 称 量子 力学 联系 起 
来 是 刚刚 发 展 的 课题 ,但 从 这 些 例子 已 经 可 以 看 到 ,量子 代数 是 量 
子 力 学 的 必然 结果 ,不 是 件 奇 怪 的 事 。 

最 后 要 指出 ,由 (8.1. 12) 式 构成 的 量子 代数 起 源 于 (8. 1. 8) 
式 , 其 中 4 为 常数 ,但 这 种 构成 中 4 依赖 于 形成 面积 的 两 个 矢量 a 
与 B。 当 平面 具有 周期 性 格 点 结构 时 ,例如 a 沿 z 方 向 ,而 Bb 沿 y 
方向 的 方 格子 ,并 且 全 平面 重复 这 一 结构 ,那么 这 种 基本 元 胞 就 代 
表 了 全 平面 的 性 质 。 
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狄 拉克 (Dirac) 量 子 化 方案 的 基本 思想 之 一 就 是 首先 建立 泊 
伦 括 号 形式 ,例如 {9, 五 } ,其 中 4 为 所 考虑 的 力学 量 ,五 为 哈密 顿 
EH o ХАЈН DL. 如 果 知 道 了 基本 泊 松 括号 {p, q) BE Z 
便 可 以 计算 出 {g, H) 。 当 作 量 子 化 时 就 简单 地 把 泊 松 括号 { ，} 换 


为 二 [，]。 当 存在 第 二 类 约束 时 , 则 应 将 泊 松 括号 { ，) 换 为 狄 拉 


克 括号 ( ，), 但 它 的 量子 极 眼 一 般 也 是 六 [，].。 这 种 对 应 形式 的 
量子 化 在 许多 问题 中 已 证 明 是 正确 的 。 

要 指出 ,量子 化 方案 绝 不 是 唯一 的 ,已 知 经 典 结果 猜测 其 量子 
本 源 称 为 “变形 ”(deformation ) ,变形 可 有 许多 种 方式 ,它们 均 取 
经 典 结果 为 极限 ,并 在 量子 化 过 程 保持 自治 ,更 重要 的 是 与 实验 符 
合 。 因 此 ,常常 是 某 种 量子 化 方案 对 处 理 某 种 问题 特别 有 效 , 而 有 
时 可 以 证 明 两 种 方案 在 某 些 问题 中 是 等 价 的 ,而 有 些 则 不 能 。 

上 述 狄 拉克 方案 的 {，} EL, 这 种 代 换 在 处 理 角 变量 量 
子 化 时 遇 到 困难 。 设 作用 变量 /与 角 变量 $ 满 足 泊 松 括号 

(J, 9 =1 
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但 在 进行 这 种 量子 化 时 ,作用 变量 J 一 粒子 数 入 ,$->$ 为 位 相 , 但 


对 粒子 数 态 bo NUES) E aN, 2 ]|n) = 0, 而 泊 松 括号 右 端 为 
1。 对 这 个 问题 曾 有 过 许多 研究 ,比较 有 代表 人 性 的 是 S-G 
(Susskind-Glogower)'9) 5j P-B(CPegg-Barnett) 38 ib, S-G 理论 
定义 了 不 满足 勾 正 性 关系 的 指数 算 符 e ,并 在 通常 玻 色 子 意 义 
下 建立 了 sing 与 cosg 算 符 量 子 化 理论 。 P-B 理论 保证 了 乏 正 性 性 
质 , 即 应 用 算 符 ei* , 仅 在 玻 色 子粒 子 数 填充 具有 最 大 值 时 建立 了 
严格 量子 化 理论 。 我 们 要 证 明 ,P-B 理论 就 是 量子 代数 的 循环 表 
示 。 按 P-B 讨论 ,首先 将 相位 本 征 态 160 用 粒子 数 态 展开 : 


1 A 
|$) = е^ | n) (8. 2. 1) 
м5 +i >, 


其 中 s 为 “ 玻 色 子 ?" 填 充 数 上 限 , 因 此 当 s 有 限时 ,严格 说 并 非 玻 色 
子 。 在 (8. 2. DRP 


$n = fo + imr (8. 2. 2) 
有 
_ 1 - iub, rb 
GIA. = — PL ir |2) 
— 1 ' u($,—$) 
s+ 1 2° 
— 1 _ t(m—n) 
«$41 449 
其 中 
— 2та +1 -一 
q = exp SD q l. (8. 2. 3) 


ж Y —0. ЯШ 


$ 8.2 相位 量子 化 与 量子 代数 的 循环 表示 


(Pnl Pm? = 0 
因而 


= 1 —in$, 
m —EEPASCÓ 


уи MAIN 
其 中 $0 为 算 符 $ 的 本 征 态 。 H e? 作用 在 Im Е 


‚ “М 1 5 E N 
е'* |м) = еһе? |é,) 
| V s 十 之 
1 —i(2— 15$ 
二 一 e т ф„) 
4 s + > | 
E (8. 2. 1) 式 比较 得 到 


ei? In? = |In— 1) (п 221) 


但 将 exp G $ ) 作 用 在 真空 态 上 ,有 


‚5 1 - | 
exp(i$)|0) = exp (1ó,) | Pm? 
| м5 4+ 1 2, ° 
— 1 - iCs-F 1f n із | 
= e oe "*» |m) 
м5 + 1 > 
另 一 方面 
ls? = A P | ф„) 
EX IS, V. 
ехр(ї# )|0> = exp {ils + 1)#,} ls) 
ај Жн] uË 


exp(— 19) [5) = expí— i(s + 1)#,) 10) 
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(8. 2. 4) 


(8. 2. 5) 


(8. 2. 6) 


(8. 2. 7) 


(8. 2. 8). 


(8. 2. 9) 


нт —.FF 
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这 样 可 计算 出 所 有 关系 式 : 


exp(i $ )|n) = |z — 1) (п 5 0) 
exp( $) 10) = exp(iGs + D$) 15) 
ехр(—1#)|я) = In +1) (пз s) 
exp(— i$ )|s) = ехр{ — iG + D$) 10) 


(8. 2.10) 


expG $ )ехр(— iĝ) = exp(—if)expG $) (8.2.11) 


注意 , (8. 2. 11) 式 不 是 显然 的 ,S-G 理论 就 不 满足 这 个 关系 ,因而 
只 能 定义 一 个 整体 算 符 expGig) , 它 不 能 用 $ 的 指数 展开 。 而 P-B 
理论 则 满足 (8. 2. 11) 式 ,但 要 付出 的 代价 是 ,对 于 位 相 #$ 而 言 必须 
附加 条 件 (8. 2. 8) 式 ,这 就 导致 了 (8. 2. 10) 式 所 示 的 循环 性 质 。 现 
在 要 指出 ,(8. 2. 10) 式 就 是 U,(SL(2)) 的 PP HER ER GER UO, 


2 到 | ,详细 的 讨论 见 文献 [11], 本 书 仅 给 


ЖР = 5 +1, 9 = ехр 


出 要 点 。 
首先 定义 算 符 
q^ la) -qUIm (Q= 1l,P=s+1 (8.2.12) 
则 有 
еа" |а) = Hel |n) zi (n — 0) 
q''in—1» @= 0) 
(8.2.13) 
人 入 .个 | 7 iP0, —1 ) ( -一 0) 
а^е* |n) = |е 9 ls (8. 2. 14) 
q'"q|n—1) @ = 0) 
比较 两 式 , 得 到 
etg = gg e (8. 2. 15) 


可 以 独立 证 明 
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“е '* = qe 'q* (8. 2. 16) 


它们 与 (8. 2.11) 式 自 洽 , 亦 即 (8. 2. 12) 式 定义 与 (8. 2. 11) 式 符合 。 
定义 算 符 


at= y [Ñ]exp(— iĝ), а = ехрі?ә)у г] (8.2.17) 


其 中 Г) = «^ — q 0/49 — q) 
或 
expG $ ) = а], ехр( 一 i$) = [Ñ ]- at 
(8. 2. 18) 
将 (8. 2. 180 4 A C8. 2.16) 式 ,可 得 到 
ata = CN]. аа = [Ñ + 1] (8. 2. 19) 
直接 计算 得 到 
aa* — qata = q^ 
Q (8. 2. 20) 
aa* —q ‘аа = q 
综合 起 来 ,有 
=! — l, aca 
CN] — a*a, [Ñ + 1] = aa* 
aat — дата = gt (8.2. 21) 


+Ñ + q+! + „+4 


q a q 


д a = дад“ 


这 就 证 明了 P-B 理论 正 是 q 变形 的 玻 色 子 代数 的 PP 阶 循环 表示 。 
将 (8. 2. 21) 式 作用 在 粒子 数 空间 |n) 上 ,得 


Ñ 
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al = МААЕ Та 10) Q0 

а |0? = / [7 ]e'9* ?*o |5) 

a*|n) = Vln 十 7 十 1jln 二 1) @ =) 
a*|s) = м [nJe **?^|0) 


271 


s+ 1 


q^ |n» = gq'?'|n), 4 = exp| ] Р=:+1 


(8. 2. 22) 


H F a^ = 1, 所 以 (8. 2. 222 IE # C7. 4. 33) 式 所 示 的 量子 代数 
U,《SL(2)) 的 循环 表示 。 正 如 上 一 章 所 指出 的 , 它 只 有 了 维 表 示 。 
从 物理 上 说 ,这 种 循环 性 质 是 可 以 预料 的 ,因为 描述 角 变 量 的 量子 
化 必须 包含 首尾 相 接 的 机 制 , 否 则 不 会 自治 。 当 然 ,具有 ss ERA 
充 数 的 粒子 不 是 真正 的 玻 色 子 。 不 少 文献 取 s — co 时 的 极限 作为 
“真正 ”#$ 量子 化 的 描述 ,这 时 g 为 单位 根 的 性 质 极 不 明显 ,相应 
“ 玻 色 子 ” 态 似乎 成 为 真实 玻 色 子 态 。 这 里 需要 注意 的 是 ,如 
Fujikawa 所 指出 的 ,中 使 ;一 oo, P-B 理论 的 拓扑 结构 与 S-G Ж 
论 仍 有 本 质 的 不 同 92。 因 为 证 明 稍 费 篇 幅 , 且 需要 一 些 数学 定义 ， 
本 书 不 拟 袭 述 .需要 指出 的 是 ,类 似 (8. 2. 1) 式 展开 式 中 的 切断 ,在 
场 论 中 具有 重要 作用 ,正如 文献 L[12] 中 指出 的 ,正规 化 理论 的 拓扑 
与 直接 取 求 和 到 无 穷 的 拓扑 是 不 同 的 。 这 点 从 循环 表示 去 看 是 非 
常 明 显 的 。 

如 上 所 述 ,P-B EERE U SLONA g = 1 时 的 循环 表 
示 ,也 已 看 到 ,这 种 表示 在 量子 力学 中 实际 上 早已 存在 了 。 人 们 已 
经 长 期 习惯 于 李 代 数 只 具有 最 高 和 最 低 权 这 一 事实 。 然 而 相位 量 
子 化 需要 越 出 这 一 限制 , 它 需 要 循环 表示 ,而 循环 表示 在 通常 的 李 
代数 理论 中 是 不 允许 的 。 当 然 , 相 位 量子 化 是 个 长 期 争论 的 问题 ， 
这 里 所 述 仅 仅 是 一 种 观点 ,将 它 视 为 一 个 练习 或 许 更 为 合适 ,不 过 
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我 们 知道 , 李 代数 表示 论 曾 大 大 促进 了 量子 力学 的 发 展 。 现 在 出 现 
了 量子 力学 的 量子 代数 循环 表示 ,可 以 预期 , 它 将 会 在 物理 中 具有 
许多 用 途 。 虽然 这 方面 研究 刚刚 开始 ,但 
已 经 可 以 举 出 一 些 有 物理 兴趣 的 例证 。 


作为 一 个 演示 性 例子 ,考虑 约瑟夫 森 ! ° 
(Josephson) 结 的 位 相 量 子 化 效应 。 虽 然 J 结 
在 其 他 理论 中 会 有 物理 效应 53 29 ,作为 8.1 


一 个 练习 ,现在 从 新 的 观点 处 理 约瑟夫 森 结 的 位 相 量 子 化 效 
BUM, 

设 结 的 左 、 右 区 域 以 1 与 2 表示 ( 见 图 8.1), 相 应 的 Cooper 
对 淮 粒 子 算 符 为 a (у = 1, 2), 将 它们 表示 为 


аў 一 УСА Je ^, a; =a, = е!" V ER] (7 = 1, 2) 


(8. 2. 23) 


如 果 相 位 3; fk P-B 理论 量子 化 , 则 下 列 诸 式 成 立 ( 对 i 指标 相 重 
ЖЯ): 
aiar — даа; = qUU G = 1, 2) 
Гаў, аў) = 0 (8. 2. 24) 
afa, = [Ñ], aa? = [Ñ, + 1] 
(7. 4.8) 式 定义 量子 代数 生成 元 
Jt= ata, J = afa J = (Ñ — ÑO (8.2.25) 


易 证 
[J*, J- = EN, — Nj] = [2J,] (8. 2. 26) 
其 中 
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ш: | (8. 2. 27) 


q — exp 


这 里 J 表示 在 右 端 漂 没 一 个 粒子 而 在 左 端 产生 一 个 粒子 , 依 

(8. 2. 23) 式 它们 又 与 量子 化 相位 有 关 。 于 是 考虑 到 区 域 1 与 区 域 
2 中 整体 位 相 $, 量子 化 时 的 哈密 顿 量 为 

Н = wata, + афа, + aJt + a* J- 

= №] + e,LN,] + aJt а J- (8. 2. 28) 

Hp at, JE 满足 (8. 2. 24) 式 一 (8. 2. 27) 式 诸 对 易 关 系 , 当 5 一 co 

时 ,近似 回 到 通常 玻 色 子 ,w 为 常数 。 由 海 森 伯 方 程 

. „Чаў 

1 4; 


= [а*, H] (8. 2. 29) 
考虑 到 (8. 2. 24) 式 第 三 式 , 由 (8. 2. 29) ЭМЕ: 

ia] гй, prj (j= 1, 2) (8. 2. 30) 
将 (8. 2. 28) 式 代入 (8. 2. 30) 式 ,得 到 

24 = [Г], ај+ + а*Ј- ) (8.2.31) 


© — (ER. 21 — ER + 11| 


+ a . [ES rg, +1]—[N, ])cos $ 
[N,] 


SCA, — — 2 VEAJIN CÂ, + 13 — ГАЈ) sing 


(8. 2. 32) 
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d ^^“. "a ^^“ 
dz Ф, = w (| N, + 2 | 一 ГМ, + 1]) 


+a [ Ñ, LNI rÑ, 十 1] 一 [ Ñ, cos 2 (8. 2. 33) 
[N] 


S] = 2 МСА СА, LN, +1] — LÑ,Dsin$ 
如 果 (8,] = [Ñ,1= EN], Bl ARKE Noo = М |n 本 征 什 
相同 ,并 且 EÂ] + [ÑD = o, а = a" 时 , 即 得 到 


2 $ = (w,— w) ([ Ñ + 2] 一 [Ñ+ 1) (8.2. 34) 


а] = 2L Ñ JO Ñ + 2] — [Ñ зіп $ (8. 2. 35) 


MU $ BJ ZS Ja REH , Bl s — co (q 一 1), 则 有 
$ — é = (0, — =) + % 
为 了 求 出 (8. 2. 35) 式 的 一 级 修正 ,将 这 个 极限 代入 (8. 2. 35) 式 ,得 


SCR] 一 2[ Ñ Je 4- 1] — [Ñ Dsin {wot + $o? 


(8. 2. 35) 
(y = W, — ©, 
流 算 符 为 Д ar Ñ 
J 26 d; 
故 得 


ja) = (n| F In) 


=— 4е[л + n]([n +7 + 1] — [n 十 ?7])sin(wot + $) 
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或 
2n "1-3 | 
sin| Zo sin — 2j 
j o0 (46) s+ sti 
sin? zx sin — 
54-1 s+1 
` sin Conz +$) (8.2.38) ` 


与 通常 约瑟夫 森 流 相 比 , 它 的 振幅 依赖 于 不 同 能 级 |) 态 。 显 然 ， 
它 会 影响 Shapiro 台阶 效应 。 

最 后 要 强调 ,有 关 相 位 量子 化 问题 存在 许多 不 同 的 观点 ,有 些 
甚至 是 对 立 的 ,本 节 讨 论 的 仅 是 其 中 之 一 ,这 个 问题 实质 上 还 远 未 
解决 ，。 


$ 8.3 Hofstadter 模型 与 循环 表示 


在 x-y 平面 正方 格子 内 运动 的 布 洛 替 (Bloch) 电 子 , 当 磁场 垂 
直 于 该 平面 时 ,其 哈密 顿 量 为 
N= M e^ Cic. (8. 3. 1) 


(m, m» 


其 中 n,m) 表示 近邻 相互 作用 ,Ci 与 С„ 分别 为 相应 平面 格子 上 
的 费 米 子 产生 算 符 与 漂 没 算 符 。 上 式 中 为 简化 已 令 C; C, 前 近邻 
格子 的 从 一 处 跳 往 另 一 处 (hopping) 振 幅 tnm = 1. An, "为 规范 
势 , 实 际 上 是 与 于 为 邻 的 单位 小 格子 上 穿 透 的 磁 通 量 , 即 


П exp(1A,, 4) = exp Ø) (8. 3. 2) 
格子 


由 于 沿 = 轴 的 恒 磁 场 8 = В,е,, ALL = 全。 (п X m), Ф УШШ 
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量 。 引 入 态 (Wannier 态 ): 
Л = C; 10) (8. 3. 3) 
并 定义 平移 算 符 : 
T,Q) = exp GA; jD IJ] + ul (8.3.4) 
Т, = ZT.) = 2 ,expGA;, BldPD-ca 68.3. 5) 


则 有 : 
T.T, = Уеб ои, кт) |jy (j + n|k>(k + m| 


j, К 
(8.3. 6) 
HT OG + n|k> = òr y+a， 即 得 


Т.Т, = > ei, jene jtn omn Ij) (j + m + nh | 
j 
Т.Т, = Meli ine ^in imi H (т + п)| (8.3.7) 
Ау. im 表示 由 了 与 了 十 严 两 个 矢量 夹 成 的 面积 乘 以 B。, 故 得 


B 
2 


Т.Т, = УУ егт elata ях mt (+m) |o 4j т n| 
ј 


e TB, (axm) Y ezine xem IDJ + (m + n) | 
j 


i 


= ez5os C XT. (8. 3. 8) 

或 
T.T, = exp DB) To (8. 3. 9) 
Т.Т, = exp| 一 39|T-. (8. 3. 10) 


选 m 沿 x 方向 ,n 沿 y 方 癌 , 则 有 
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ТТ. =ч ?Г,Т, 
i (8. 3.11) 
q = exp| z2] 
当 磁 通 量 量子 化 时 , 即 
Ф = Л," | 8. 3.12) 


(8. 3. 12) 式 不 能 回 到 李 代 数 的 形式 。 到 此 为 止 ,都 是 热 知 的 知识 ， 
问题 的 关键 在 于 哈密 顿 量 (8. 3. 1) 式 可 以 用 平移 算 符 Ti, Ti, 表 
muB. 

£= CD M Detel + ul 


=T, +T- +T, +T. (8. 3.13) 


其 中 (一 让 因子 是 为 保证 尼 米 性 加 上 的 因子 , Ta Tiy 满足 
(8. 3. 11) 式 及 其 道 关系, 注意 T_, = (Т), T. = (Ty 1, 8 


Т.Т, = gT,T,,T,T.,—q"T ,T, (8.3.14) 


等 等 ,它们 称 为 海 森 伯 - 外 尔 关 系 。 正 如 以 前 证 明 过 的 ,此 关系 可 以 
化 为 量子 代数 关系 “~ 中 ,例如 


T. +T_,= (9 —– 9 DB 
T. + T,=— (q — € (8. 3.15) 
T_T, =ч 'A*', T ,T, = D, АР = 1 


直接 验证 可 得 


A? — р? 
[B, C] — ga AB =qbA, AD= 1 (8.3.16) 


亦 即 有 
B= X+,C= X-,A=kK 和 D= К^! 
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BL(7.3.41)8. (8.3. 1D RATA GE C—D BRL € 
Ĥ = ilq — q`) (C — B) (8. 3. 17) 


引入 Fock 空间 ,直接 计算 可 以 证 明 当 作用 在 粒子 数 态 |&> 上 ，, 算 
符 满足 关系 …: 


В|) = [2А —;k — ә + 1],]# — 1) 
В|0) = [22 — g + 11, |P — 1) 
" СА) =[# + 9-1, |& + 1D 
C|P — 1) = [],|0) (8. 3.18) 
Ajk) = д "|&), DIk) = 79% | k) 


а =exp| 38], д" = 1 


其 中 4, 7 为 复 参数 。 用 量子 代数 求 Hofstadter 模型 本 征 方 程 首先 
是 由 Wiegmann-Zabrodin 引入 的 2 ,但 会 发 现 , 引 用 循环 表示 会 
使 问题 得 到 比较 彻底 的 解决 。 以 下 我 们 沿用 文献 [16] 的 方法 从 另 
一 观点 一 一 循环 表示 一 一 来 研究 这 个 问题 。 由 于 当 g” = 1 时 , 存 
在 循环 表示 (8. 3. 18) 式 所 示 的 Fock 空间 可 以 用 复数 Z 的 (P 一 
D 阶 多 项 式 实现 ,其 中 Zh = 1. 可 证 此 时 态 为 


Ik) = zf} (27 = 1) (8. 3. 19) 


满足 (8. 3. 18) 式 。 将 (8. 3. 19) 式 代入 (8. 3. 18) 式 得 到 ,例如 : 


B (xš) — 7 Eq quy — q "^*'(gz)*l 
等 等 。 令 pg(z) 为 z 的 多 项 式 , 即 
#02) = X M+ = УМ, |р) 
k=Q Ë 


ЖЯ B. C. A Zr3J EH TE IO Е, H = 计算 后 再 还 原 为 | 上), 因 
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而 可 用 多 项 式 $8(z) 写 出 , 令 w 二 q — q !', 则 得 到 


24 一 ?十 1 


Ф(9 iz) — q "+1 ах) } 
Ce(z) = zw ig (92) — q " qq '=)) 


Bolz) = zw (9 


Аф(2) = q^ gig !z) (8. 3. 20) 
Dq(z) = q ""e(qz) 
将 本 征 方程 : 
# qz) = Еф(е) (8. 3. 21) 


与 (8. 3. 20) 式 结合 ,得 到 


一 1Ёф(®) = (zq! + = “+ )g(qz) 


— (zq ^ l + z !q^ *)9(q lz) (8. 3. 22) 
Ша! = 1, 最 简单 可 选择 = д", BD 
glz) = pq) = X. (8. 3. 23) 


(8. 3. 22) EAE A 
— EX, = (g^*?7! + q PU 3x uu 


n— 4-1 


— (q —q "Tl (8. 3. 24) 


注意 9 = exp 


49]: 则 上 式 变 为 


Ex, = 2е'\ #9“? ) cos (n A DS es 


十 2e (Foty >) сов (n — А — 1) 5 | (8. 3. 25) 


它 是 熟知 的 该 模型 的 本 征 方程 ,新 的 内 容 是 多 出 了 指数 因子 , 仅 当 
7 = 0 时 才 是 半 满 带 (mind-band) 情 况 ,这 时 严格 说 已 不 再 是 循环 
表示 ,因为 [7], Z 0 才能 导致 循环 表示 有 意义 的 结果 。 


“tH 


$8.3 Hofstadter 模型 与 循环 表示 475 


以 下 讨论 Landau 规范 情况 . ШЕ Tj,， Т +, 作用 空间 可 选 为 
(z^) , 故 可 选用 表示 


Т zt = дейдй 
(8. 3. 26) 


Т ,z* — e ‘2—1 
Zu 
TT. = g "е0 vii 
ЕЖ T T. = q'T.T,, q = exp 
WL: 


Ф|. з 这 个 性 质 对 多 项 式 g(z) 也 


Tq) = дедж) 
| (8. 3. 27) 


T lz) 一 e yz oz) 
本 征 方程 为 : 
Eg(z) — етед?) + q "e *.o(g ?z) + (z^ let, 
+ хе) ф(х) 
p (q^) — TE 7] = 0 则 推出 
E X, = (eñ, X,, Бег Xn) + 2cos(nÓ + k,) X, 
(8. 3. 28) 


印 文献 [3 的 结果 。 利 用 循环 表示 ,可 以 很 容易 地 讨论 各 种 规范 , 例 
如 变更 的 Landau 规范 、 手 征 规范 等 等 .它们 可 以 通过 将 海 森 伯 - 外 
尔 关系 的 各 种 实现 ,并 作用 在 Fock 态 上 ,满足 循环 表示 的 各 种 要 
求 ,从 而 得 到 相应 的 本 征 方程 ,这 些 结果 都 在 7== 0 时 与 文献 [2] 
结果 相符 ”"。 利 用 循环 表示 还 可 以 考虑 更 复杂 的 模型 ,例如 : 


Н, = (Т, +T) EO, +T) + (TT, T T. 
(8. 3. 29) 


| 


= q^, 9 (xz) 


4p 
N 
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在 Landau 规范 下 


T glz) = е:Ф(а?х) 
Tpz) == ех qz) 
T.T glz) — el, +y lg(q2z) 


T ,T glz) = ety zolz) 


它们 与 (8. 3. 20) 式 类 型 的 实现 是 一 致 的 。 取 z = д", 9D = ф,, 
则 得 到 


E d, = e. (t, + t e t, 770) ТЕ 


(8. 3. 30) 


+ е7. (t, + t,e iO) фа) 
+ 2t,cos(k, + пФ) 0, (8. 3. 31) 


这 是 新 的 结果 。 从 以 上 讨论 可 以 看 到 ,有 了 (8. 3. 30) 式 类 型 的 循环 
表示 的 Fock 态 具体 实现 ,使 得 这 类 模型 本 征 值 的 建立 相当 系统 
而 且 大 大 简化 。 由 于 海 森 伯 - 外 尔 关系 本 身 当 gq? = 1 时 的 良好 特 
性 ,循环 表示 的 引入 不 是 把 问题 复杂 化 了 ,而 是 把 问题 大 大 简化 
了 。 尤 其 是 当 哈 密 顿 量 可 以 用 量子 代数 的 生成 元 表示 出 来 的 时 候 ， 
可 以 使 用 它 的 表示 论 对 模型 进行 详细 的 讨论 ,并 给 出 实际 物理 行 
为 。Hofstadler 模型 讨论 过 多 年 ,但 它 与 量子 代数 的 联系 却 是 新 颖 
的 事 , 并 可 给 出 定量 的 预言 1。 


$8.4 整数 量子 霍 尔 效应 中 任意 弱 ( 杂 质 ) 势 问题 


在 著名 的 von Klitzing, Dorda 5 Pepper 的 实验 中 , 强 磁场 中 
出 现 了 二 维 自由 电子 气 的 霍 尔 电导 量子 化 ,这 是 熟知 的 事实 。 由 寺 
束缚 近似 ,在 理论 上 对 这 个 现象 已 有 许多 探讨 。 由 于 Landau 能 级 
存在 简 并 , 在 强 磁 场 和 周期 势 x(z，y) 作 用 下 ,Landanu 能 级 形成 
的 能 带 被 分 裂 为 若干 子 带 , 但 只 要 费 米 能 级 落 在 能 阶 (gap) 中 , 那 
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么 由 于 这 些 子 带 仍 各 自贡 献 整数 霍 尔 电导 ,但 有 正 有 负 , 总 的 仍 保 
持 实 验 中 霍 尔 电导 量子 化 的 结果 257 ,典型 的 理论 参见 TKNN…-。 
但 是 在 TKNN 理论 中 ,其 作用 势 形 式 被 选 为 余弦 形式 .迄今 为 止 ， 
当 x(z，y) 取 为 任意 势 时 并 没有 合适 的 处 理 办 法 。 需 要 指出 ,用 量 
子 代 数 循环 表示 是 解决 这 个 问题 的 好 途径 ,自前 尚 无 法 用 别 的 办 
法 替代 。 
讨论 这 个 问题 的 基本 思路 是 ,哈密 顿 量 取 为 
Н = H+ V(r) 


1 е 2 _ d 2 
H, = zm P + — A) = ç (Tr) (8.4.1) 


В = V XxX А = Ве. (В = Ж) 


HT H 与 磁 平 移 算 符 对 易 , 而 VCr) 可 以 用 磁 平移 算 符 展开 ,但 磁 
平移 算 符 可 以 与 U,(SL(2)) 的 生成 元 相 联 系 , 所 以 在 弱势 时 ,该 展 
开 式 的 前 阶 项 可 以 用 UC4SL(2)) 的 生成 元 线性 表示 。 为 了 保证 这 
种 展开 的 良好 近似 , 取 VC(r) = V Cr) 为 高 斯 衰减 形式 (与 随机 形式 
相近 )。 于 是 ,最 后 求解 本 征 值 问题 化 为 38.3 所 讨论 的 
Hofstadter 模型 问题 ,进而 用 Bethe-Ansatz 方法 求解 。 

磁 平 移 算 符 定义 为 


(8. 4. 2) 


1 
=т*,а 
h 


і(а) = exp 


q 
| 


即 有 


i(a)t(b) = exp 


E i 3 la х b| |а) 
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= exp 


. e 
— PX t(b»t(a) 


HPO 为 磁 通 量 。 由 于 Landau 能 级 存在 单位 面积 态 密 度 为 NS/A 
= (2na$j) !,a, 二 办 c/eB 为 磁 长 度 。 现在 考虑 周期 性 边界 条 件 , 设 
为 LiL = LCL = L) BAE, WE Ns = /2ra?, 此 时 应 有 


ICL: |y) = |ф) G = 1, 2) 
这 时 а; = L;/ Ns(1 = 1, 2), 于 是 有 


T,, = t(+ LUN, Т, = tC L,/N,) (8. 4. 4) 


Г.Т, = qTD,D.,q = exp x] (8. 4. 5) 


N, 


与 以 前 方法 相同 ,可 将 量子 代数 的 生成 元 写 为 


7+ 一 一 二 (人 T + T_,) 
t 


6- 00 (8. 4. 6) 
J = >T, + T,) 


Ñ: = gT_,T.,, EK = Т_Т, E = дз 
易 证 它们 满足 
^x ^x 从: 一 一 Ç —2 Pa ^ AN AN 
[9 g J= 2, Ñ: 9, Ro oan 9, 
(8. 4. 7) 
Вр 7,051,020) 15] EX A. 


如 前 所 述 ,有 H。 = my 因为 


[т?, л, | = 2ieBr,, (T, z, | = — 2ieBz 


故 有 
[Hs T, ] = [H,, T,] = 0 (8. 4. 8) 
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一 般 势 函数 V(r) 可 以 作 传 里 叶 分 解 : 


Vio) = >` V key (8.4. 9) 
K 
其 中 
27 2K 
k = [Г L^ (ni, пә * 整数 ) (8. 4. 10) 


现在 将 exp Gk * r) HB F FIS Л: 
exp(ik « r) = e Piet rt eei ns hu tpn aen 
(8. 4. 11) 
k = (k,, ky) k= k, +L ib, , m, = т, + ix, 


如 果 磁 场 很 强 , 因 此 不 同 的 Landau 能 级 互 不 交叉 ,同时 高 激发 态 
可 以 忽略 时 ,引入 > = 1/N., 且 注 意 到 (8. 4.11) 式 ,可 近似 有 0 


V (r) == У„(г) 


— У) V (kje to еі ут — k n )/eB 
k 


= У\ Ӯ оң, na)e "mtg TYT" (8. 4. 12) 


n n 


1* 2 


当 势 比较 平缓 时 ,由 于 有 高 斯 因子 ,可 保证 收敛 较 快 , 这 时 可 保留 
低级 项 : 


Yo。 和 to 十 2 十 zt 十 2 十 2 
Hus- Ty Hus TIT, d uw TIT, и Т.Т, 
(8. 4. 13) 


Hp u 为 常数 (i 二 0, 1,，2，3，4)。 这 样 , 便 将 势 函 数 用 磁 平 移 算 
符 近 似 表 示 出 来 。 注 意 T, f T, 与 H, 是 对 易 的 ,如 果 只 考虑 
(8. 4.13) 式 中 的 常数 与 Ty;, 了 Ti, 的 线性 部 分 ,那么 有 = H, + 
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V (г) 便 近 似 分 成 了 两 个 互相 对 易 的 部 分 。 为 了 简单 ,考虑 最 简单 
的 高 斯 形式 的 势 : 

VG) = оет" (8. 4. 14) 


vo 为 其 强度 , 设 vo < h o, = h eB/mc, m 为 电子 质量 , 亦 即 不 考虑 
Landau 能 级 的 混合 并 忽略 高 激发 态 , 在 这 样 强 场 弱势 情况 ,有 
V Gu, nj) = 2xv,0te- <" 2 /D o] +n (8. 4. 15) 
于 是 相应 有 
Uo == 2TU0* 
u, = u, up = uf = и = ruge "7 ID 
这 时 (8. 4. 1305XrP. T5 Ta HRN AERE РЗ: 
o = uo Hu. d T, +T- T.) 
= u + iula — q’) (J + 7_) (8. 4. 16) 


这 时 弱势 的 行为 与 8$ 8. 3 中 讨论 的 Hofstadter 问题 一 样 , 对 能 量 
作 4% 平移 ,整个 哈密 顿 量 可 表 为 : 


Ha = Н, +iulq— qg (J. q I) (8.4.17) 


其 中 H, 由 (8.4.1) 式 给 定 。 由 于 [7-, H4) = 0, 所 以 两 部 分 可 同 
时 对 角 化 。 显 然 , 由 于 与 (8. 3. 17) 式 比较 , B 二 2,,C— 也 ,注意 
ЯЕ 1<К<2№, 一 1 (9% = 1), B. K = A, K `! = D, FË 
重复 (8. 3. 20) 式 的 运算 ,得 到 


iu(q —а7)(7,+ Jp) = eple) (8. 4.18) 
— i Šg) = Gq'" + xq H1 1) a) 


+ (zq 1 p = lg С"! (q lz) (8.4.19) 
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由 于 如 (8. 3.19) 式 所 指出 ,$(z) 为 z 的 多 项 式 , 即 有 


pe) = [| zn) (8. 4. 20) 
m=] 


将 (8. 4. 20) 式 代入 (8. 4.19) 式 中 , 遂 得 到 : 
N vil 
€ —iu(q—q !) П 2, (8. 4. 21) 


m =] 


其 中 >。 由 下 面 的 Bethe-Ansatz IR iS УЕ: 


N.—1 
+4. |р =-= (8. 4. 22) 


Zm — 98, 


m= 1, mn 


Rihm = 1， 2，…，N, 一 1; 2-0, 2 =— +: 它 表示 带 中 央 情 
i. Hj Bethe-Ansatz 假设 解 (8. 4. 21) 式 类 型 (或 更 复杂 一 些 的 形 
式 ) 方 程 本 征 值 问 题 ,首先 由 Faddeev-Kashaev 提出 的 。 本 节 详 
细 计 算 见 文献 [21]。 

至 于 在 (8. 4.13) 式 中 了::, Т.Е, T-T, 等 部 分 已 
越 出 现在 讨论 的 范围 。 但 由 于 了 了-_,7T,, T-T. 可 表示 为 Кя, 
所 以 容易 处 理 ,但 了 .7, 等 部 分 便 已 越 出 了 U, (SL(2)) 的 范畴 了 。 
以 后 将 会 看 到 ,哈密 顿 量 包 含 К 算 符 (或 它 的 高 阶 项 ) 是 v 变形 陀 
螺 的 特点 。 最 后 要 指出 的 是 ,由 于 循环 表示 具有 有 限 维 表示 ,在 今 
后 会 有 更 大 的 用 途 。 
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从 (5. 6. 12) 式 出 发 | 去 掉 无 关 的 公共 因子 | 二 “| | 并 引入 


q 一 q, fil 
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te|— 


= | пт) X , J, = X, (8.5.1) 


则 有 
[Х,, X. | = + X. 
(8. 5. 2) 
[X.. X] = [2X;], 
由 于 9 是 以 后 g 变形 参数 ,所 以 在 以 后 讨论 中 仍 将 a 109 q , X FE 
哈密 顿 量 (5. 6. 26) 式 可 写 为 : 


D 


Н. = (92% + q 29) PERS (X, X. 十 和 X) 


(qM? + qoi (ans + q 26) | (8.5. 3) 
为 满足 (8. 5.2) 式 ,引入 费 米子 算 符 表 示 , 它 实质 上 是 文献 [22j 方 
法 的 推广 : 


318 Ila, à IT q =») 


7 一 1 一 k= jl 


м 
X, = ЖО, -D= Ут, 


<: 
H 
| 


(8. 5. 4) 


其 中 
п; — ne = nj ny 
d 


~] x ^ „Ж ^ 
Т; = E A (ez Ch + e 2" CR) 
| _1 ^ (8.5. 5) 
T; = q tq (e-iz"j €, + е! HH п"; С;,) 
^ OA ^ Den 
h = ет, Ca = ет, 
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Ci5 C ;满足 通常 费 米子 的 对 易 关系 ,而 二 与 C; 则 满足 : 


^ 


(Ôh, Ên} = 1, [}, Ô$] = (C6,, ё) = 0 G= p 
(8.5. 6) 


即 相同 格 点 处 Cj 满足 费 米 反 对 易 关 系 , 而 不 同 格 点 处 则 满足 对 易 
关系 ,这 种 代 换 是 为 了 以 后 方便 。 注 意 Ci 满足 


C; С} 一 Ò O> (с = ^ , Y ) (8. 5. 7) 
不 难 证 明 对 任意 格 点 j k A 
p TE] 一 + Q, T" , [T; ° T; | — 94 2T; ] 


q 
ат -TÝ — q*'T* (8.5. 8) 


这 可 以 用 数学 归纳 法 子 以 证 明 。 当 N = 1, RATAT Ln, 
C; |= 8С}, nC+ = Сі, Ст, = С, 等 可 知 , (8. 5. 4) 式 仅 是 对 通 
常 SU(2) 代 数 作 重 新 标 度 : X, X] = 124 (n — 1) = 
[2X,], 等 。 这 个 结果 是 显然 的 ,因为 单个 费 米 子 情况 作 q 变形 与 
不 变形 没有 什么 差别 。 

м N = 2 2 Bj, 有 LX; X.]— +X. mL, X-]= 
[2T] +e TUT h= [2X,], 

I N = т 时, 若 (8.5.4) 式 成 立 ， 则 当 N 二 区 十 1 时 有 


z, (m + 1) 一 G0q 7n + qUTÉ, 
Xa(m 4-1) = — T? + х: (т) 


其 中 zm) (a =+, 3) 表示 N = т 时 的 满足 (8. 5. 2) 式 的 算 符 。 
利用 (8. 5. 5) 式 易 证 x. € 十 D 满足 (8. 5. DR, 为 了 方便 ,将 
(8. 5. 5) 式 写 为 更 对 称 形式 : 


= .一 一 一 一 一 -一 … 
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(8.5. 9) 
Ul A ^ x 
1; =i 2 4 (Се — C ,, et") 
直接 计算 可 得 : 
ТТ; +T; Tí = (а+4›0САС,, + CACA + 1) 
(8. 5. 10) 
以 及 


ТУТ; +T, T; + Ti T; + T; T 
= 207 T + T; T; ) 


= 3) GCtCe АСС) GAR) — (8.5.11) 


c, r€([(1, $} 


其 中 


Ls = join — — 1(q + q 1)cos| K >) n, | 


> G + 


. sin 


; (8. 5. 12) 
£ == їй» = — i(q + q !)cos[ m > nm | 
m=j+1 


(不 妨 令 j 二 k) 


. Sin 


MO 一 п,) 
利用 (8. 5. 4) 式 与 (8. 5. 10) 式 可 得 : 
М 
X,X +X X. = J (Eat CAC +C; С, +1) 
j=l 


+ У) MF „С Сь (8. 5. 13) 


jk а, т 


因而 


其 中 
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= [e Il g D 


k= } 1] 


485 


(8. 5.14) 


N N 
K + K`! = V э, ing 2N lle" + q Ug Ile] 


jk pr 
q^ =] + Си n 1n, + (g? — Din, n, 


N N 
K + K` = i 3 а — 1)q °” lla" 
k=] 


JER 


N 
+ (97° — De? [[a | os mo 


jzà 


1 < N 
ку DLE юч” Te 


k= jk 


геа 
d—À 


N 
+ (q^? __ 1)292“ Па aen, 


j 


1 N N N 
+ N Yl q 2N Пе" + а?” II^" 


k=1 jk jk 


(KHK д + аз + 2 


(8. 5. 15) 


(8. 5. 16) 


、 
= [fj +n) + тп + Ву] 


j=1 


(8. 5.17) 


E 
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] N N 
Í; — ARC EN 1)g Ца" 4- (97° ЕЕ 1)“ Ца" 
) i 


N N 
g — [4 0% * [q + a~ — ч [Ta] 


k Ј kj 


1 М ~ 2 
А, — xl" Па" + 4“ ]I« 


kj k j 


(8. 5.18) 
另外 经 过 计算 得 
(K + K On, =_+ mori) 


N 
= Y [KK + KONF; aq 4-97 (X74€;, БСС, 10] 
j=1 


N 
+ >) УК + KDF, Fatol hC] (8.5.19) 


将 (8. 5. 19) 式 、(8. 5.17) 式 代入 (8. 5. DREE K = q^, MF 
及 ww 的 费 米子 表示 的 表达 式 , 其 形式 比较 复杂 。 

为 了 约 化 上 述 瑟 。，, 可 仿照 凝聚 态 理论 中 的 处 理 方法 ,使 用 近 
似 方案 。 作 以 下 近似 : 

D 平均 场 近似 。 由 上 面 结 果 可 以 看 出 ,对 某 指 定格 点 而 言 ( 将 
来 对 该 格 点 再 求 和 ) ,许多 项 中 的 系数 是 由 其 他 格 点 处 的 粒子 数 及 
q 参数 决定 的 。 它 们 代表 了 整个 链 上 各 个 格 点 对 所 考虑 的 格 点 的 
作用 ,对 这 些 作用 取 平 均 ix Sod Р 0; BOE IB (п, Б BAR BE 
依赖 于 格 点 位 置 /。 这 种 描述 本 质 上 是 一 种 粗 粒 描 述 : 本 来 这 个 系 
统 包含 了 非常 复杂 的 各 种 细微 的 相互 作用 ,从 粗 粒 角度 去 平均 这 
些 运动 ,从 而 给 予 一 个 等 效 势 的 描述 .实际 上 ,这 样 做 的 结果 ,将 只 
会 保留 单 粒 子 态 n j tj nini, 类 型 的 最 低 阶 相互 作用 ,并 保证 n; BJ 
费 米粒 子 数 特性 。 

2) 假设 在 巡游 (hopping) 过 程 中 只 存在 C; C, G >= j) , П 


_ Ий, 


. "a a 


rr 
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C# C, (G Z z, i Aj) AFARA. BT IUE А ЖЕҢИ Т] ЖЕЛ А 
子 在 迁 动 过 程 中 受到 其 他 格 点 粒子 在 该 点 的 磁场 的 作用 , 它 比 由 
电子 云 重 鸽 引 起 的 电场 作用 小 得 多 ,在 平均 场 近似 下 ,CeCz 项 
AX. 

在 以 上 近似 下 (8. 5.17) 式 中 的 f, g; IA; 不 包含 在 第 7 个 
格 点 处 的 费 米子 算 符 , 因 而 可 用 平均 场 办 法 取 平 均 ,并 不 依赖 于 格 
LEM E 


(f = Л. ‹@ = ж, (№) = h, (8. 5.20) 
于 是 有 
М М 
(K + Ki: = f, Sin; g, > улуулу, + Nh, 
j-1 j=1 
(8. 5. 21) 
同时 引入 
f, = AK + KCE; Q + q ')) 
| (8. 5.22) 
V iu 一 «(К + K OFF 
并 引入 
V isko = V , (= Vi) 
| (8. 5. 23) 
V ui — Vya (c = r) 
则 在 平均 场 近 似 下 得 : 
N 
Ha, = fi (СС, + Ch Ci, + 1) 
N М 
+ >) Уу; СС, + >) У)У „СС. 
j#k o j#k sr 
N N 
+U Minana + # >n; + W 8 (8. 5.24) 
i=l j=1 


其 中 ， 
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(8. 5. 25) 


一 1 jakt 


(8. 5. 24) 3X "Яң 5 — IM Желк [8] — $8 á pr EEA 
程 , 系 数 fli, h WJ f, H (8. 5. 25) ZE. ЕҤ F (F 2, ii A 
(8. 5. 14) 3X Hf К, 表示 两 个 不 同和 集合 的 乘 集 ,但 它们 没有 交集 ， 
' 也 就 是 电子 云 密度 没有 重合 区 ,因而 其 平均 值 很 小 , 故 可 近似 为 
零 。(8. 5. 24) 式 中 右 端 第 二 项 ,第 三 项 分 别 表示 电子 巡游 时 的 贡 
BR ,它们 由 于 Yx 中 格 点 j 5 k 处 电子 云 重 全 引起 ,是 要 考虑 的 项 。 


观察 (8. 5. 12) 式 , 当 自 旋 不 反 转 时 ,应 对 sin| (а, + 2 取 平 均 
sx sin(x(n5), 而 当 自 旋 发 生 反 转 时 对 应 sin 


> G; — 2) = 


sin 


ZC) 一 ощ) | о, зи E ерат. ST PU 


N - N N 
Ho = У УУСС, + U 2 nana + # 2n 
a j=1 j=1 


pr 
| (8.5.26) 
一 般 说 它 包 含 了 长 程 巡 游行 为 ,已 知 在 以 下 情况 下 它 是 可 解 的 : 
a) 近邻 相互 作用 , 且 Vj;ii 守 t (常数 ), 即 为 一 维 Hubbard Ж 
型 , 它 是 可 积 的 2 ,并 且 可 以 用 Bethe-Ansatz 假设 方法 求解 1。 
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它 具 有 Yangian ЕСА, S 4. 4)。 


一 -5 一 一 ,在 大 U 近似 下 可 解 ,参见 文献 
| sin FG- b) | | 
[26], 当 然 用 7 对 办 法 也 可 讨论 2。 

: ‚ 此 时 可 解 , 在 工 很 大 时 ,巡游 能 


Гот. ,1 
sin| G — b | 
量 正比 于 动量 减 去 常数 。 这 个 模型 具有 Yangian UE FREU, 

因此 ,我 们 业已 看 到 q-G-C 陀螺 在 粗 粒 描述 下 与 一 些 熟 知 的 
一 维 链 模 型 有 内 在 的 联系 。 由 此 也 可 以 理解 满足 RTT 关系 的 a 
变形 的 结果 内 在 地 包含 了 许多 物理 内 容 , 本 节 和 仔细 推导 见 文献 
[23]. 

如 果 将 v 变形 的 哈密 顿 量 (8. 5. 3) 式 中 的 量子 代数 算 符 X 
5 K = Ф 用 平移 算 符 T+ Ta 表示 出 来 ,由 (8. 3.15) 式 并 注意 
到 现在 的 q 是 量子 代数 意义 下 的 С (8. 5.2) 式 ), 则 用 


TT, = gT,T,, T; = T_ s Tç; =T, 
哈密 顿 量 Н qo, B] AS X : 


H. — (q^ — g 7^? 


b) 设 VV == 


c) 18 Ид == 


> (QUT T, + q UT T.) 


+ 206 DQ T-T, +g T- T) (8.5.27) 
其 中 


g 一 q^ + q ^ 


我 们 看 到 , (8. 5. 27) 式 本 质 上 是 由 了 - -7, K T_T, = 
(T-_,T,)-! 的 变形 组 合 构成 的 ,至 多 到 它 的 二 次 项 。 其 中 (8. 5. 27) 
式 右 端 第 一 项 与 (8. 4. 13) 式 中 第 六 ,七 项 类 似 , 当 zx =q, u; = 
q! Bl q H еа 为 实数 时 ?时 两 者 相同 。 因 此 ,五 so 在 q 变形 表示 
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中 是 对 角 的 ,因为 (8.5. 27) 式 等 于 [2] ， 


Has — T QU —q I) КЪК) 2+2 glg+D (K+K) 
(8. 5. 28) 


Е EG Hofstadter 模型 具有 更 复杂 的 结构 .观察 陀螺 的 9 变形 问题 ， 
必须 小 心 处 理 , 这 当中 的 关键 是 ,不 能 人 为 的 去 做 q 变形 ,那样 做 
无 异 于 某 种 无 物理 基础 的 形式 扩展 。 正 确 的 做 法 是 从 保证 可 积 性 
的 RT 开 关系 出 发 ,自然 引出 9 变形 的 结论 ,然后 深入 了 和 解 它 的 物 
理 实现 与 含义 。 这 时 YB 系统 的 自治 性 将 会 告诉 我 们 许多 物理 。 

在 结束 本 节 之 前 , 需 强 调 指 出 ,有 关 ҮВЕ. ETE (Үапріап, 
量子 代数 ) 等 的 研究 长 久 停留 在 数学 物理 范畴 ,以 致使 人 误解 它 的 
物理 真实 价值 .但 随 着 数学 物理 自身 研究 的 完善 ,使 人 们 对 数学 物 
理 自身 的 问题 已 有 了 深刻 的 理解 (这 是 必 不 可 少 的 阶段 )。 在 此 基 
础 上 ,逐步 与 不 同 物理 领域 相 结合 ,虽然 仅仅 是 在 开始 阶段 ,但 已 
表现 出 它 的 生命 力 。 当 然 这 种 与 实际 物理 结合 的 过 程 是 个 艰难 的 
过 程 , 本 节 只 给 出 了 一 些 不 成 玖 的 结果 。 相 信 以 后 会 出 现 更 好 的 工 
作 ,以 便 把 YB 系统 这 个 处 理 非 线性 量子 系统 的 宏大 理论 更 有 效 
地 应 用 于 有 关 物 理学 的 各 个 领域 。 


88.6 氢 原 子 的 Yangian 对 称 性 


在 第 四 章 介 绍 了 Yangian 的 物理 实现 ,包括 它 的 量子 力学 实 
JL ,注意 在 有 的 具体 实现 中 并 不 限于 一 维 链 ,而 是 描述 了 三 维 空间 
的 粒子 行为 。 我 们 已 熟知 , 氢 原 子 是 量子 力学 体系 中 最 典型 的 可 积 
系统 ,可 以 说 ,谐振 子 与 氢 原 子 是 量子 力学 中 最 基本 的 两 种 可 积 系 
统 。 本 节 将 指出 , 氧 原 子 问题 中 就 存在 Yangian 对 称 性 ,只 不 过 以 
前 太 限 于 讨论 李 代 数 对 称 性 而 未 发 觉 Yangian M E. 
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氢 原 子 的 哈密 顿 量 为 


= =p — —,r = |r| (8.6.1) 


o 
ч 


其 中 k = ze, 它 存 在 两 个 守恒 矢量 ,一 个 是 角 动 量 ,满足 : 
Las Le] = 1Є зуу (а, P. У = 1, 2, 3) (8. 6. 2) 


男 一 个 是 Pauli-Runge-Lenz 矢量 


A= (LX p— pX L) + tr (8.6.3) 


CH, АД= CH. L.] = 0 (8. 6. 4) 


这 些 基 本 性 质 都 可 以 在 量子 力学 基本 教程 中 找到 ,例如 参阅 文献 
[1j。 为 了 方便 ,引入 


A (8. 6. 5) 
则 有 
[B,, Le] = 16,5, D, » |B., В, | 一 LH esL, (8. 6. 6) 


I=L, J—-Lx B+ FL (8. 6. 7) 
其 中 
Е, L)]=[F, А] = |F, H]= 0 (8. 6. 8) 


JRBII F 为 Casimir 。 经 过 计算 可 得 : 


[Jes J5] = iss | GHI? + Е" + LROL, + 2ЕЈ,) 


(8.6.9) 
进一步 可 得 : 
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[ J. PI J.) = (— 4H). (IJ 4, — Jal) 
(8. 6. 10) 
| J;, [Jas J_]] = (— 4HDbLIL,(I, J_— J, I.) 
显然 , 当 取 一 AH = 常数 时 , I 5 J 2Ң Yangian, i X 
Y(SL(2)) 。 因 而 ,有 (注意 (8. 6. 8) 式 ) 


[H, Y(SL(2)) J = 0 (8. 6.11) 


在 通常 量子 力学 教程 中 ,总 是 把 了 与 4 线性 组 合 起 来 形成 两 组 互 
相对 易 的 SC(2) РЕЯ ҒАН 50 (2) 650 (2) ~ SO(4) 对 称 
性 。 现 在 这 个 例子 告诉 我 们 ,如 果 取 两 者 的 矢量 积 , 那 么 遇 到 了 无 
穷 维 代数 。 由 于 满足 Yangian WJ REMERA I REI 
满足 Yangian 关系 ,因此 ,(8. 6.7) 式 中 的 关键 部 分 是 L x B, 由 于 
SO(4) 对 称 性 , 氧 原子 有 有 限 的 守恒 量 ; 石 , L 与 L;。 因 此 ,可 以 预 
HARTERA Yangian 对 称 性 ,然而 从 RTT 关系 必须 得 出 有 限 
个 守恒 量 才 能 与 通常 量子 力学 符合 。 
由 以 前 介绍 ,知道 转移 矩阵 可 以 用 谱 参 数 w 展开 ,引用 记号 : 


Ти) = I+ Du Te, Т" = | T | 
n= 1 


(a, b = 1, 2, 因为 现在 只 讨论 2х2 ROLE 
Т? = Ti PHT? TP = T; — TP, ТФ = Т, Т = T; 
Du 


— > T Т 


r=] Т PT + +T 


(8. 6.12) 


当 取 (и) = и 十 书 时 ,将 (8. 6.12) 式 代入 RTT 关系 后 ,得 (参阅 
S 4.1): 
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[Ias 15] = 16,1, (8. 6. 13) 
[Ias Jg] = iei (8. 6. 14) 
Jas LJ, J. ]]9 АМ, J L — I. J) (8.6.15) 
[Jas +, J- ]]- 210 Ј = J 1.) (8.6.16) 
其 中 Т? = 21,, TP = I, (8. 6. 17) 
TP = 2АЈ,, TP = M, | (8. 6. 18) 
4 为 任意 常数 ,又 有 
Т2, TE] =+ (TPTP—TPTP) (8. 6.19) 


[Ti^ TP] = zT? T?— T? T?) (8.6.20) 
r?-l(e[T?.TP]- TPT?- ТТФ) (8.6.21) 


T?-—[T?,T?]- qr — TOT?) (8. 6. 22) 


以 及 nn 3 的 更 高 阶 关 系 式 , (8. 6. 13) ~ (8. 6. 16) 式 决定 了 
Yangian, i 6. 10 АНЕ, А = — 4 五 ,也 就 是 说 ,对 每 个 能 量 


Жанн — 2, , 均 有 Yangian 对 称 性 , 即 每 个 能 级 上 有 Yangian 对 称 


性 ,对 应 (— ЭР. 由 Yangian 算 符 组 成 的 角 动 量 移动 算 
符 , 将 第 ”个 能 级 的 角 动 量 ! 一 ! + 1。 与 三 维 谐振 子 不同 的 是 ,三 
维 谐振 子 的 哈密 顿 量 与 角 动 量 移动 算 符 不 对 易 , 因 此 在 移动 ! 的 
同时 也 移动 了 主 量子 数 。 现 在 氢 原 子 的 哈密 顿 量 与 角 动 量 移动 算 
符 对 易 , 因 而 只 移 ! 而 不 改变 n. 

现在 回 到 (8. 6. 21) 式 ,为 了 强调 Casmir 的 性 质 ,将 4 写 为 G， 
它 同 哈密 顿 量 、 角 动量 以 及 Pauli-Runge-Lenz 向 量 均 对 易 。 经 过 
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计算 可 得 
Т? =+ 2Gp + T 2 I + BJ.) (8. 6.23) 
TP = (2Gp + Т I, + BJ, (8. 6.24) 
其 中 
o = 2Н15 + Е + IE, B = 4G:F — ТС (8. 6. 25) 
由 于 C, = T? (С, 为 量子 行列 式 对 x!: 展 开 的 系数 ), 它 与 荆 、4 
ЧЕ, Т? 遵从 (8. 6. 19) 式 与 (8. 6. 20) 式 ,将 (8. 6.17) 式 、 
(8. 6. 18) 式 代入 后 得 
TP, J, J] = + 2(1,J 一 Jala) 
| (8. 6.26) 
[T> J,]= L. J_— J, I. 
现在 选取 满足 (8. 6. 19)— (8. 6. 22) 式 并 使 TY = 0la =+, 3) 的 
027 的 解 ,这 样 便 使 (8. 6.12) 式 具有 有 限 项 的 展开 式 , 从 而 得 到 有 
限 的 守恒 量 。 易 知 选 择 ; 


TP = 4GF (8. 6. 27) 


K 


1 


T? 一 一 2G2(2HL2 + F? + 76) (8. 6. 28) 


可 发 现 ,T5? ЖТ 即 满足 所 有 上 述 要 求 。 与 Yangian 的 归 一 化 相 
应 ,选取 G = 二 《一 2 互 )2 2 ， 则 得 到 


) 
TP = L, Tí? = 2L, Кы — H 


TP = ie(2H)J., TP = Zi(2H) J, — (4 6.29) 


TP —2L + HC F: 十 +#| (=+ 1) 


x B 261 Juk E Y TP = C, 二 器 ,由 上 式 ,; 可 用 标准 公式 计 
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ЯН CC, — H)i 
1 1 1 


— 2 рору-1 рр Í рро 
С, ЕН УН gH (8. 6. 30) 


C, = C,UI) (т > 2) 


即 所 有 量子 行列 式 的 展开 式 皆 为 氢 原 子 哈 密 顿 量 的 函数 。 由 于 
Yangian 的 特性 (8. 6.7) 式 ,使 得 存在 特别 的 Ti2 的 解 。 它 保证 
7 一 0, 即 了 (只 有 展开 式 的 有 限 项 , 它 对 应 有 限 守 恒 量 为 五， 
[与 L;。 这 样 就 证 明了 和 氧 原子 属于 RTT, 中 YB 系统 ,并 且 这 时 
转移 矩阵 T(x) 只 展开 到 u: 


TG) 一 了 十 ua UO --u TO? (8. 6. 31) 


也 就 是 说 完全 由 1 与 J( 即 Yangian) ÉL BER tB Ж.Ж BUB 3 4X 
去 得 到 耻 以 及 更 高 阶 项 ,显然 T5* 在 这 里 起 了 关键 的 作用 ,否则 
TT 不 可 能 为 零 。 注 意 T? 是 角 动 量 平 方 即 РС= D) 算 符 加 上 
Casimir 项 , 它 与 $4.1 中 的 (4. 1. 27) 式 相像 。 

这 种 从 RTT 关系 导致 与 氨 原 子 一 致 的 结果 是 容易 想象 的 : 
所 原子 是 最 简单 的 可 积 模型 之 一 ,而 RTT 关系 描述 相当 广 的 一 
大 类 量子 可 积 系 统 , 如 果 不 能 包含 氨 原 子 , 那 是 难以 想象 的 。 从 这 
个 讨论 也 可 以 对 RTT 关系 有 更 具体 的 了 解 :在 通常 量子 力学 中 ， 
其 实 早 就 存在 Yangian, 只 不 过 我 们 局 限于 讨论 李 代 数 结构 而 未 
去 深究 。 但 在 Drinfeld 已 建立 了 严格 的 数学 理论 之 后 ,进一步 考虑 


”量子 张 量 空间 是 很 自然 的 事 。 本 节 讨 论 的 细节 见 文献 [30j]。 
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熟知 描述 电子 -核子 高 能 碰撞 有 自由 部 分 子 模型 , 即 核子 由 若 
干 个 自由 部 分 子 (parton) 组 成 。 粗略 而 言 , 每 个 部 分 子 的 四 维 动量 
pi = =P (б =1,2, ++, N), P 为 核子 的 四 维 动量 P? = Мс, М 
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为 核子 静止 质量 ,而 x 则 为 部 分 子 所 占 核子 动量 之 份额 。 设 4 为 电 ` 


子 散 射 前 后 四 维 动量 之 差 ,v 为 实验 室 系 中 碰撞 前 后 部 分 子 能 量 
之 差 , 则 布 约 肯 变量 为 


r—q/2M» (O< << 1) 


M z ККАН E T B9 2 T 3 H ЖКО H 70, 
它们 之 间 联系 不 紧密 ,每 个 部 分 子 基 本 是 自由 的 ,这 时 自由 部 分 子 
模型 对 标 度 律 实验 给 予 很 好 的 描述 ,这 早已 是 熟知 的 事情 。 

[R34 x 2210 5, 即 约 包含 105 个 部 分 子 时 ,如 此 之 密集 使 得 色 
动力 学 (QCD) 作 用 相当 强烈 。 这 时 与 自由 模型 不 同 ( 自 由 部 分 子 
描述 当 电 子 与 一 个 部 分 子 碰撞 时 ,其 他 部 分 子 并 不 受 影响 ) 现 在 由 
T QCD 的 强烈 作用 , 当 电 子 与 某 个 部 分 子 碰撞 时 ,其 能 量 , 动 量 
会 通过 这 种 相互 作用 迅速 向 其 他 (至 少 向 相 邻 的 部 分 子 ) 分 摊 。 这 
是 另 一 个 极端 的 模型 :这 些 部 分 子 耦 合 得 如 此 之 紧 , 整 个 部 分 子 集 
合 像 一 个 强 耦 合 的 磁 链 , 这 个 链 的 能 级 就 是 高 能 电子 与 之 作用 所 
表现 出 的 允许 能 级 ,这 个 模型 最 早 是 由 L. Lipatov 首先 提出 
的 J。 他 把 包含 QCD 相互 作用 的 领头 项 加 起 来 (例如 把 一 些 费 曼 
图 加 起 来 ) ,保证 了 勾 正 性 ,得 到 ”个 胶 子 的 哈密 顿 量 为 


н, = X Hrs Н, = >) Н, (8. 7. 1) 
k=1 k—1 
而 两 个 粒子 的 哈密 顿 量 为 
H,,, = — 2log(z; — z,) — (z; 一 zi)log (A;b,) (z; 一 z,) | 
一 2Yx (8. 7. 2) 


Жена, = =, + iyo BEz = z, 一 іу, , Д Зу Gus z), ПП 
р, Uh. ERREDH, H, 5H, 描述 互相 独立 的 相 
нЕ. ЕЖЕ N B F 38: 
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а, = 
о = qn (6, 8) (8. 7. 3) 


其 中 e, 与 分别 为 H, SH, 的 本 征 值 ,a 为 耦合 常数 。 欧 拉 常数 
Ук = — OD, ЕФ ф() = DP'GO/T GO, 而 T(z) 为 了 AK. 

为 了 将 (8. 7. 2) 式 化 简 ,L. Lipatov VE BJ (8. 7. 2) 式 可 以 表 为 
TEES. 


Hi = — é(— Ja) — d(J,4 + 1) + 24€1) (8. 7. 4) 
其 中 Js 十 1) 一 2$S ° $, = — (xz; — z,):3)8, (8.7.5) 


也 即 算 符 J 平方 的 本 征 值 是 第 i 个 格 点 与 第 个 格 点 处 自 旋 的 点 
积 。 要 强调 ,这 里 形式 上 可 瑟 为 : 


ik = $, + S, (8. 7. 6) 
KA 
4 = JaJa + D 一 25(5 + 1) + 28, * $, (8. 7. 7) 


HE sG + D 29 S? 3k S; Ey BIA EB, (8. 7. 50 式 相 当 于 s 王 0, 
也 就 是 说 “ 自 旋 ”为 0( 或 一 1), 这 是 完全 不 同 于 以 前 自 旋 1/2 sk 1 
的 理论 ， 

H (8. 7. 2) 式 到 (8. 7. 4) 式 是 非常 复杂 的 ,尤其 用 到 了 一 个 恒 
等 式 , 它 难以 从 通常 表册 中 查 到 ,在 这 里 作 一 个 简单 的 介绍 。 这 个 
恒等式 ”是 


Ina + Inz = (r3 + 1) (8.7.8) 
其 中 3 三 学 ,xz 为 任意 复 变 量 。 上 式 的 证 明 如 下 ; 
利用 恒等式 


riza + DACCI + DJ] = Г(лд-+ Dx 1z=3 T(zəƏ + Dl! 


ж 感谢 L. Lipatov 告知 这 一 未 曾 公布 的 结果 。 
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А x= e> WE х 2 = хә = -2 y = lnz 得 : 
prd 9 Әх ду, I 


Г(х9 + DƏ T (29 + 12]! 


| 
-本 
| 
+ 


e->zalFPCza 十 1)]-: 


- eT ә xara + DJ 


| 


r rD DT (zƏ + 1)] 1 


= x !T(zƏ + 1)[TG(zƏə + 10] 


一 上 


上 式 用 到 了 DGOz = Ге + 1) 向 算 符 的 推广 。 上 式 变 为 
3 = [Fera + DD] 1х!Г(хд-+ 1) (8. 7. 9) 
由 于 
lna = Mc pet @— D 
易 知 有 


һа =— [Г(х9 + 12] 'Inz=T(zƏ + 1) (8. 7.10) 
进一步 将 上 式 用 变量 y 写 出 ,得 
3 -1 da 
Ina 二 一 БЕ + 1) | »r[ 55 + | (8.7.11) 


注意 
| эу +1}= [> Т{зу +1) Je rss +1)» 
而 
T(z) = Ka: 
易 知 下 式 成 立 : 


д 55 一 上 2 一] — Li 9 
БЕЛЕК t Pr 
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其 中 PCz) = FE, 于 是 得 到 


кә=—[г|зу+!)] Thasti)st [ra5+1)] ndo 
再 还 原 为 zx 变 量 即 得 (8. 7. 8) X; 
lno 十 jnz 一 VCz3 十 1) 


感 兴趣 的 是 (8.7. 4) 式 的 物理 意义 ,尽管 它 来 源 于 与 QCD 相 
互 作用 的 非 微 扰 领头 项 ,但 在 演化 为 (8. 7. 4) 式 后 ,可 从 更 新 的 角 
度 去 理解 它 。 下 面 将 指出 ,(8. 7. 4) 式 表示 具有 近邻 相互 作用 的 
s = 0 的 海 森 伯 链 的 哈密 顿 量 。 为 此 ,从 YB 化 的 问题 谈 起 。 

回忆 第 六 章 已 详细 讨论 的 , R(x) 和 矩阵 是 与 两 个 李 代 数 表示 
直 积 分 解 相 联 系 的 。 设 两 个 权 为 了 的 SU (2) 表 示 直 积 , 则 完全 可 
约 的 李 代数 子 空间 为 


J 
A. GA. = @ A; (8. 7. 12) 
相应 地 
v 2J 
R (z) = > )р(х)Р,(д) (8.7.13) 
j=0 


由 于 尺 (zx) 可 相差 公 因 子 , 可 令 m = 1, FÆR YB 化 方案 
(6.6. 11) 式 ,得 


__ : (A, / À 1) + х 
p (2) = lI 1 + CA/À-0x 


对 SU (2) 情 况 , 由 (6. 2.130: 548. 


(8.7.14) 


А, — n(nd-1) (п— l)n __ 
A, 一 q /q 一 


22 


q 


于 是 得 到 
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ej = JI Z = 1 


„к 1 — gz t sh(z + nr) 
m (8. 7. 15) 
EP z — e”, g 一 er。 取 有 理 极限 : u — ru, r0. 
o, (z) am = Ir Lu (8. 7. 16) 
利用 T(z + D = zT G) 可 将 上 式 改写 为 ; 
p) = (— 1)" s PO t D (8. 7.17) 


Flu — n) Clu + n + 1) 


RBaNjendBdPto 而 为 谱 参 数 ,，( 一 1)” = 土 1, 表示 
(8. 7. 12) 式 右 端 的 子 表示 是 对 称 或 反对 称 的 性 质 。 | 

YTRER), EHHE. 7. 17) 式 代入 (6. 6. 2) 式 中 进行 计 
算 , 这 时 便 得 到 任意 自 旋 时 的 RR(x) ,然后 再 应 用 (3. 3.17) 式 得 到 


哈密 顿 量 H... 从 而 得 到 总 哈密 顿 量 癸 = >Н, ua. 但 这 样 


求 得 的 (6. 6. 2) 式 过 程 相当 复杂 。 我 们 可 以 用 一 个 不 严格 \ 但 合理 
的 方式 求 出 六 (z) 。 

由 于 (8.7.17) 式 中 的 权 n 从 0 取 到 2J, 它 就 是 (8.7.12) 式 右 
端 每 个 李 代 数 子 表示 的 权 , 亦 即 每 个 子 块 的 权 。 前 面 已 经 指出 , 投 
影 算 符 P, 的 作用 就 是 从 (8. 7. 12) 式 直 积 的 大 和 矩阵 中 , 挑 出 权 为 j 
= 7 的 那个 子 方块 ( 子 空间 ) 来 。 这 里 x 就 代表 总 角 动 量 算 符 于 在 
该 子 空 间 的 本 征 值 ,而 这 种 表示 就 是 类 似 一 个 对 角 化 的 特殊 表示 。 
当 过 渡 到 算 符 形式 , 即 把 n> J? = J Ç + 1) 中 了 算 符 形式 ,就 不 
仅仅 限于 权 为 n 的 方块 了 ,这 时 将 作用 于 整个 A, @ A; 上 ,因而 就 
是 R(x) 和 矩阵 本 身 。 去 掉 无 关 的 (一 1)" 因子 ,这 时 便 有 


Г(«)Г(и + 1) 


R (u) = A ^ 
Г(и — Ј)Г(и + J + 1D 


(8. 7.18) 
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这 正 是 文献 [32] 的 结果 。 

ЖТ R (ww) 矩阵 ,将 上 式 对 取 微 商 并 令 и = 0, 则 立即 得 到 
任意 自 旋 值 的 自 旋 链 模型 的 哈密 顿 量 的 特殊 情况 : 格 点 上 自 旋 为 
零 的 情况 。 为 方便 引入 = iÀ, 则 


H = iin х) R Go |. LR ооу] (8. 7. 19) 


为 了 正规 化 方便 ,将 (8.7. 18) 式 变化 一 下 : 
ГАА — Гал + 2s + 1) 


Ё (и, s) = A - (8. 7. 20) 
ГАА — Ј)ГаА + J + 1) 
显然 , 当 s = 0 (8. 7. 20) 式 回 到 (8.7.18) 式 ,于 是 
H(s) = 7 " — 465 Ё (и, ғ) lua-o 
ГС рю) |I'Qsc D | P'C- 7) 
Г—%) TG: tD T 7, 
O PÒD 
rJ +1) 
=—ф(— J)—9( + 1) + (— 2s) + Yl2s + 1) 
(8. 7. 21) 


利用 J(z + 1) = gG) 十 二 ,得 
Hs) = — ((— 7) -4(Q + 1)) 
40 + 2s) + gG — 25) + > (8. 7. 22) 


M (8. 7. 19) 式 亦 可 写成 连 乘 形式 。 利 用 公式 : 


теге» Lt FFE) | 
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А В = и = À), a= 1А + 1, y= J,WJf& 


kw- Hb ае) a] “=o 


vy 7 O+ D 
或 k w = [i UFD ETD] (8. 7. 24) 


它 的 好 处 是 量子 算 符 了 在 分 子 上 面 。 了 的 实现 是 很 自然 的 : 它 由 两 
个 格 点 处 自 旋 合成 ， 
Jj = $; + S; 


而 按 了 的 意义 应 取 及 的 本 征 值 , 设 每 个 格 点 i 处 自 旋 模 s 均 相同 ， 
则 有 | 


S J; = S; + S; + 25, + S, 
S = $$ = s(s + 1), Mi i 2 3 BP S, 5 S; 互相 对 易 , 故 有 
Ј = 2sGs + 1) + 2S; ° 8, (8.7.25) 
当 s 一 0 时 ,得 
Ja = 28, - S, 一 了 (7 十 1) (8. 7. 26) 
这 里 5; 是 作用 在 j 格 点 处 的 自 旋 算 符 ,因此 它 仍 是 量子 空间 算 
符 , 这 就 是 J CJ + D 的 意义 ,从 而 (8.7.24) 式 应 记 为 : 


x ЕЕ = __ 28; * S, 
Ë GO, = Ш: atha tD) 87.27) 


Е 8 (8. 7. 2223, s = 0, 并 丢掉 无 穷 大 发 散 项 , 则 得 到 ，; 
Н ——((— 7)+ (1+ JQ) + 2801) (8.7.28) 


示 如 上 面 指出 的 ,只 有 2 (2) — 1) 才 有 意义 GST 28; SO ,这 时 
它们 是 作用 在 量子 空间 的 算 符 。 以 下 证 明 (8. 7. 28) 式 确实 可 以 写 


$8.7 YBE 与 非 微 扰 QCD 模型 S03 


成 了 (7 十 1) Жж: 


vy/ Mri 2 
H — < (ad + J J: I+ 1 (8. 7. 29) 
事实 上 ,利用 公式 : (GOD = С) 
ГИ 1 1 
d) = — С У I 
可 知 
gC— )2-4042-2-—320- У 2 lo У) 2l 
C— x 一 +i r= 


很 容易 算出 (8. 7. 29) 式 ,其 意义 在 于 五 中 以 了 形式 出 现 ,从 而 
(8. 7. 26) 式 保证 五 以 S, $i 形式 的 军 次 出 现 。 | 

现在 已 经 明确 , (8. 7. 28) 式 形式 的 哈密 顿 量 事实 上 将 以 
J (7 十 1) = 25, .Se 形式 出 现 , 而 S, 是 作用 在 第 7 个 格 点 处 的 自 
旋 量 子 力学 算 符 ,满足 


[Ss, S] = 16,570, (8. 7. 30) 
现在 用 复数 Z, 坐标 来 实现 (8. 7. 30) 式 ,很 容易 证 明 
Sí = 219, 一 252,, Sg 一 一 hs S; — z,d, — $ (8. 7. 31) 


Жр а = 33, St =sG + 1), SF = 5] +151, 则 (8.7. 3032 
Е C8. 7. 30) 式 。 实 现 (8. 7. 31) 式 显然 是 一 种 非 线 性 表示 , 它 是 无 穷 
维 的 , 与 过 去 熟悉 的 自 旋 1/2 等 有 限 维 表示 大 不 一 样 。 利 用 
(8. 7. 31) 式 易 知 下 式 成 立 : 
ЈА, — 7,07, + 1) = 28; e $, = — (z; 一 2.)?а;9, 
(8. 7. 32) 


将 (8. 7. 32 1Х А. (8. 7. 28), H RI D ЕЖЕЛИ. 
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求 出 它 的 本 征 值 与 本 征 函 数 便 可 讨论 谱 问 题 污 ,但 y 函数 中 含有 
无 穷 阶 微 商 ,因此 直接 求解 一 般 情况 几乎 是 不 可 能 的 ， 

т ЕРУ, L. Lipatov 将 非 微 扰 QCD 领头 项 的 主要 贡献 
(8. 7. DARIG. 7. 2) 式 转化 成 一 个 目 旋 0 的 以 下 哈密 顿 形 式 求解 
本 征 值 问题 ， | 


H = MH, 


H, = фС— 3,0 —9(Q + 1) + 2c 
(8. 7. 33) 


而 J. (Q... HD = 2S,- S, a B sC +1) = 0, ® ЖЖ ER 
无 穷 维 表示 s = 0( 或 s = — D 的 XXX 型 海 森 伯 链 问题 。 过 去 常 
常 讨论 S = 1/2 情况 ,这 时 由 于 是 两 维 表示 ,从 而 GI = (Sr: 
= 0, (G) = 常数 , 因而 哈密 顿 量 У, 中 只 存在 常数 与 S。， 
$s+1 的 线性 项 。 现 在 s = 0( 或 ;= 一 1, 均 保证 ss 十 1) = 0 É 


须 是 无 穷 维 表示 ,因而 哈密 顿 量 应 表 为 》\C。(S, . 5,1)", Bg, 


EERE: (8. 7. 33) 式 表明 ,这 个 具体 模型 限定 为 yy 函数 的 
形式 。 

求解 (8.7. 33) 式 本 征 值 问题 是 非常 困难 的 事情 。 涉 及 许多 具 
体 问 题 , 限 于 本 书 的 目的 ,不 拟 蒙 述 . 要 强调 的 是 ,只 有 两 个 格 点 时 
有 明显 解析 解 。 


58.8 介 观 无 序 输 运 模型 与 带 边 界 的 C-S 模型 


根据 介 观 尺寸 中 有 关 无 序 情况 的 输 运 过 程 的 微观 理论 (例如 
参阅 有 关 文 献 [34~36]) ,一 个 无 序 体系 ,例如 介 观 尺度 导体 ,只 能 
看 整体 平均 效果 ,这 时 输 运 过 程 用 矩阵 描述 .整个 系统 分 为 三 个 区 
域 :以 平面 波 入 射 与 反射 的 导体 区 I ,进入 无 序 导 体 的 区 域 工 以 及 


S8 8 介 观 无 序 输 运 模型 与 带 边 界 的 C-S 模型 505 


ШОШ, $ü A 555 H$ RIPE YB, t {12 BE SSETIOx. 
如 用 系 综 描 述 , 这 个 矩阵 有 何 种 概率 分 布 ?由 于 对 称 性 存在 它 必 须 
具有 什么 性 质 ? 这 都 构成 对 这 个 矩阵 的 形式 的 限制 。 粗 路 说 ,应 当 
考虑 流 守恒、 时 间 反 演 不 变 , 两 块 导体 连接 在 一 起 应 满足 概率 论 中 
的 马尔 可 夫 条 件 以 及 最 大 精 原 则 等 。 结 论 是 这 个 概率 分 布 己 依赖 
ФРА, А, >, AEN UO HR PE A 为 转移 矩阵 的 本 征 
值 ,。 假定 导体 的 长 度 工 远 比 其 宽度 为 大 , 即 可 近似 视 为 一 导线 。 5] 
AKE s, 它 以 平均 自由 程 为 单位 , 则 有 DMPK 方程 (由 Drokhov- 
Mello-Pereyra-Kumar 提出 [26 ) , 


5 一 E > 3^ cA JP (8.8.1) 
其 中 7 为 常数 ,Y= ВМ +2 8, 2 = 1, 2, 4. 8 = 1 表示 时 间 反 
演 对 称 , 6 = 2 则 该 反 演 被 破坏 ,BP = 4 А[ЛУН [В] ЕН АЛЕ 
转动 对 称 性 被 破坏 。(8. 8. 1) 式 中 的 J 由 下 式 给 出 ;、 


J(A) = [| 4 àl” (8. 8. 2) 


在 文献 [35，36] 中 ,引入 了 新 变量 r, 代替 AL. 
А, = sh?zr, (8.8.3) 


再 做 适当 代 换 便 将 (8. 8.1) 式 化 为 带 边 界 的 卡 洛 杰 车- 萨 则 兰 
德 ( 简 称 C-S) 模 型 ,从 而 利用 YB 系统 的 求解 方法 解 出 (8. 8.1) 
式 。 

在 介绍 这 个 代 换 之 前 , 先 回忆 8$ 5.4 的 讨论 。 由 (5.4. 23) 式 知 
Н YB 可 积 系统 允许 有 哈密 顿 量 (5. 4. 23) 式 ,当然 全 部 sin 函数 都 
可 以 改 成 sh 函数 , 它 仍 然 成 立 。 开 ;与 天 ,为 置换 算 符 ,可取 本 征 值 
为 1( 对 玻 色 子 ) ,对 (5, 4. 23) 式 将 sin 换 为 sh; cos 换 为 ch 情况 ， 
再 选 АКА — 1) =— АСА, 一 1),， 则 (5.4.23) 式 变 为 


HE HUNIETEONERE MERE RR 
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_ 1 < BEENDEN 
9€. = > M pA 2 ae => + GE 


A 1 1 
TE: i i sh!r,  chšzx, š 


| 
wj 
A, 
v 


2 — T. 
re pP 20) ава 


(ch2z; — сҺ2х,)* 


PL] 
利用 熟知 公式 : | 
sh*2x + sh22y — (ch2x — ch2y)? = sh? (х + у) + sh?(x — у) 
于 是 得 到 

| eC. = H + Ng, 


-1 Ðz Solo Sh'2=; + sh'2z, 
H = 2 >, + 2, 2 sh?2r, +g 之 (сҺ2х, — ch2z;)' 


(8. 8. 5) 

其 中 gis g: 为 常数 。(8. 8. 4) 式 表明 ;在 每 个 zx; = 0 点 处 均 有 反射 

源 ， TE 项 表示 散射 ,而 XUI КЕ х, = — z; 
处 有 反射 < 壁 ”。 

现在 证 明 (8. 8. 1) 式 可 以 转变 为 (8. 8. 5) 式 形式 。 注意 在 代 


换 变 量 (8. 8.3) 式 时 ,相应 的 概率 密度 也 有 变化 ， 因为 这 时 P Q, s) 
转化 为 用 P(x, s:) 描 述 , 引 入 


N N 
P (À, 5) Па = Р(х, s) [| dz; (8.8.6) 


z=] i=] 


则 有 


N 
Р(х, s) = PQ, s) | Í| sh2x; (8. 8. 7) 


r=] 
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其 中 P Q, s) = Р({4,), s), Р(х, s) = Pix), s), 将 方程 (8， 8. 


а Р(х, s) 1 3 | 2lnJ PG, s) 
ren poa 3 [as [- ШЫ ren 


Əs П sh2x, 9х; П 522, 
+ 9 | PG% s) 
д х, П sh2z; 
1 —i < 9 alnJ 
= 574 П sh2z;J X azi Р , 5) 5 
ӘР 2ch2z; 
+ az — PG, s) sh2<; | 


引入 JF” =J [] sbzz, = = П |sh?z; — sh?z,|? П sh22. 


r< 


(8. 8. 8) 
则 得 | 
ƏP(z, s) _ 1 <— а. op. s) 2 InJ' 
= лат эл P з) a) 
(8. 8. 9) 
现在 引入 : 
P (z, s) = [J' (z, 5) ]^? gx, s) = Cor, s) (8.8.10) 
由 于 
аР _ əlnJ' T M — 9 1nJ' 
Ә z; P д x; =) >Р д х; 
可 得 
2 (92 pa 
3x 2 Xj 
TELE [下 一 十 ал) 
= WV» E 2 4 dx; | 2 дх? 
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508 
对 y 的 方程 为 | 

дё _ 1 < Әф 1 [ƏlnJ')2 1 ,2?InJ"' 

ðs 27 P 4 4 д х; 2° аз? | 

(8.8.11) 
可 计算 出 : 
id — a 218 | sh'z 一 sh?z;| + 2 lnsh2z; | 
1 2ch2z; 


= Bsh2z, > sh'z, 一 sh’z, + sh2<x, 


再 取 一 次 微 商 后 代入 (8. 8. 11) 式 ,得 到 


дё 1 > (3 [2:5 — Lal Prsh’2z, f Gi) + 88ch2z,f Ga) 
+ 2psh2z, ZE + a1 а |] 
其 中 fad = x — 
注意 到 


N 
> ` ch2zx; f (x;) = 2 У shiz, >) MEL = NON — 1) 
{тт i ix j : 7 
220) ) __ sh2?2zi; + sh?2z; 
2; sh2z, = 4 > [ch2>, — ch2z;J 


<<} 


, _ а уу Sh'2m 十 shz2z | [NV 
2 jsh 2x, f^ Gr) — 4 2 [ ch2z, NN ch2z, ]? T 8 3 


于 是 得 到 
94 1 /oY 522, + sh'2z; М 
x -s2£l-4 Eyfa у in REN | 
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sh°2x; + sh°2x; 


+ 88N(N — 1) — 88 > ( ch2z; — ch2zj)? 


3! (001 


E 27 =1 Әх? + his)» 
_ BG — 2), хул sh'2z; + sh2r, _ 
zy * > (ch2z, — ch2r ys “Ф (8. 8. 12) 
2 
и=— y {ENN — рУ 2) + ВАМУ – D + » 
(8. 8. 13) 
最 后 得 到 
- ZÉ = GH -wy (8. 8. 14) 
д5 ‚8. 
其 中 
-15 2 
|y 2 Ix + рг | 
+ 2Y 之 (ch2r, 一 ch2z 2 (8. 8. 15) 


它 正 是 (8. 8. 5) 式 所 示 的 带 边界 的 ( 卡 洛 杰 惹 - 萨 则 兰 德 ) 模 型 。 
文献 [36] 给 出 了 (8. 8. 1) 式 的 解 ， 


Р({жх,), s) = Hi |sh?z; 一 sh?z, |^? ( xi — zx?) 


-IT exe — 7х2} /25) z, (sh2z,)'? | (8.8.16) 


详细 讨论 可 参见 文献 [36]。 

从 这 个 例子 可 以 看 到 ,从 YB 系统 得 到 的 一 些 模型 往往 具有 
深层 的 物理 含义 ,其 实在 形 如 (8. 8. 1) 式 的 概率 满足 的 方程 如 果 写 
成 一 般 形 式 , 由 于 概率 守恒 等 限制 , (8. 8.1) 式 右 端 常常 受到 限制 ， 
因而 对 矩阵 形式 有 某 些 限制 条 件 。 而 满足 这 些 限 制 条 件 的 矩阵 常 
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常 与 YBE 具有 一 定 联系 ,当然 更 一 般 情况 也 许 越 过 YBE ,对 前 一 
种 情况 可 以 进行 较为 一 般 的 讨论 .这 方面 的 进展 可 参看 文献 [37]。 


$8.9 YCSU(C3)) 在 基本 粒子 理论 中 的 应 用 


以 上 讨论 了 许多 与 SU (2) 代 数 相 联系 的 Yangian 与 量子 代 
数 [ 分 别 记 为 YCSU (2)) 与 U,CSU(2)) 的 物理 含义 与 应 用 ,现在 举 
出 一 个 例子 介绍 与 SU (3) 联 系 的 Yangian[L 记 为 了 (SU(3)) Jj — 
个 物理 应 用 , 它 虽 然 是 试探 性 的 推广 , 却 具 有 相当 的 物理 含义 。 

很 久 以 前 就 知道 基本 粒子 以 SU(3) 分 类 ,而 SU (3) 以 盖 尔 曼 


(Gell-Mann )% KE A (а = ]1, 2, **", 8) EL 引入 F° = xd 
НГА, 2] = 2174 A. 


[F^, F*] = 17% F° (8.9.1) 
其 中 
je = 1, pe = Pes = f = Pe =— Ps =— P” = + 
po pa УЗ 
(8.9.2) 
引入 


It = F! + iF?, Uts F° iF’, У = F* FiF’ 


Г = F’, F° 一 Xy 
因而 SU (3) 亦 可 用 I, Г, U+, VE, Y 表达 ,分 别称 为 了 上 旋 、U R 
5 V Ж Бї 
(8.9. 1) 式 易 表 达 为 : 
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ГГ, I* |== +1, [I*, I j|—-2D, ГГ, Y |=0 (а= +, 3) 


ГР, U*]=++U:, гү, U* ]- +U* , [U* , U-]- DP 3Y 


ГР, V*]- T lV*, [Y, V$ ]- +/+, [V* , y-]«—pP—$Y 


[I5, U* ]- -Y* , [U*, V+ ]- +1, [V+, I ]- +0 
C+, U* ]J- [U* , V* ]J2[V* , I* ]-O 
(8.9.3) 
假定 第 i 个 粒子 相应 的 1 旋 、U 旋 、V 旋 及 超 荷 以 相应 下 标 表 出 ， 
即 用 IF, I, UF, Vš 与 Y, 表示, 则 T° = УЕ: (а= 1, 2, en, 8), 
即 对 应 SV(2) 理 论 中 的 了 7 矢量 算 符 ,而 当 F; 选 为 SU(3) 基 本 表示 
时 ,经 过 相当 的 运算 可 以 证 明 下 面 的 J 与 7* 组 成 YC(SU (3)); 


L=|-5 


DO Wf FIF; (8. 9. 4) 
ix j 


上 式 中 相 重 指标 代表 求 和 ,i，j 为 粒子 指标 ,而 a, b, c = 1, 2, 
"ts 8, 为 满足 Yangian „М, ЛУ ДЕ: 


M 一 一 W; 


(8.9.5) 
A — WW, 十 W, W; + WW, = ] 


这 个 结果 与 SU (2) T8 PUR EL CA. 3. 27) 式 ), 因 在 许多 行为 方 
面 ,SV(3) 的 基本 表示 与 SU (2) 是 有 些 类 似 的 。 注 意 指标 相 重 不 
求 和 。 

用 QUE Y GSU COO BER 关外 的 诸 生成 元 集合 , 即 


Q! = J, — YJ: (a = l, 2, ..., 8) 


QU 一 uv, Us, Vo, I), YO (8. 9. 6) 
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这 里 加 入 (1) 记 号 是 为 了 强调 这 些 算 符 不 属于 李 代 数 SU (3) 的 集 
合 。 使 用 (8. 9. 6) 式 记号 , 它 亦 可 表示 为 


N 
GO» d т=]3 1 +W + 
m T 2, W. IED + yU; V; 


N 
I? — DWI — QU; VV; 
ij 


р — тҮ; | (8. 9. 7) 


N [] 
Фе + -1 УМ, ТРУ + U? 
| 2 xj 2 


f 


N 
уФ=+ 4 DW — I7U; + Vš 
ix j 


з у Зу 
D Y] 
b ly vy- _ 
Y‘ = 200,0. U; —V£Vj) 
现在 将 证 明 , 当 N = 2 时 ,Y(SU(3)) 将 作为 一 个 跃迁 算 符 的 
集合 把 SU (3) 的 单 态 变换 为 它 的 八重 态 。 忆 及 (4. 3.22) 式 ,那里 
YCSU(2)) 将 两 个 自 施 序 组 成 的 单 态 变换 为 相应 的 三 重 态 ,现在 只 


不 过 把 这 个 概念 推广 到 SUOR. ВР I 9 10088 
应 地 是 3 四 3 = 8 的 1, 所 以 只 能 讨论 介子 态 。 
熟知 SU(3) 对 称 的 介子 单 态 为 : 


1 — 4 — 
109) = |7”) = luu +dd +58) (8. 9. 8) 
м З 
而 八重 态 为 
_ u — 1 一 — 
izt) =— lud>, |x >= |du>, |> = (luu) 一 |dd») 
V 2 


IK*» = jus), [K >> = ids), IK? = |ѕи) 


— a 1 — _ 4 
К°) = jds), |1) = ——C— [uu + 2|ss)— Id d») 
| | K = 


(8. 9. 9) 
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或 如 图 8. 2 所 示 ， 


图 8.2 
现在 考虑 (8. 9. 5) 式 最 简单 的 解 ， 
W;-—1G«7; OG =j) —1G2> p (8.9.10) 


并 且 N = 2, 即 最 简单 的 二 体 Y(SU (3))。 直 接 将 (8. 9. DREN 
在 |"), 即 (8. 9. 8) 式 上 ,经 过 相当 的 运算 得 到 以 下 结果 ， 


ІФ |Q) = X3 а) To |Q° = — 3 sy 
UP |M) =— 3 ks U |09) =— 3 K^) 
ve ү» =—72\|к-› y» 109 =— Y к) (8. 9. 11) 
109 一 一 -条 en 
үе 10) = —= |19) 


用 图 表示 即 为 图 8. 3。 
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WO | Q9 —m-* Ix *) 
- * 


以 及 
Ye г 
[9 — |0°) — |x) (8. 9. 12) 

当然 ,原来 李 代 数 之 间 的 1, V+ , US, Y 的 作用 仍 全 部 保持 。 

图 8. 3 与 (8. 9. 12) 式 的 计算 过 程 较为 繁琐 ,为 节省 篇 幅 而 略 
去 详细 计算 。 从 (8. 9. 11) 式 与 (8. 9. 12) 式 结果 来 看 ,SU(3) 的 单 
态 、 八 重 态 以 及 它们 之 间 的 跃迁 算 符 (8. 9. 7) 式 形成 了 一 个 更 大 的 
表示 ,从 这 里 也 可 看 出 Yangin 具有 相当 丰富 的 物理 意义 ,但 因为 ° 
кйш ГРК, ll RETRY E Sa r  R3Et tE ZZ ú 
物理 领域 都 是 存在 的 .由 于 这 种 新 型 .更 大 的 对 称 性 所 引起 的 物理 
后 果 , 信 得 进一步 探讨 。 
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